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Qut’est-ce done que le temps 2
Si personne ne me le demande, je le sais.

Mais si on me le demande et que je veuille I'expliguer, alors je ne sais plus.

Saint-Augustin

PROLOGUE

Dans mes jeunes années, j’ai occupé un poste de répétiteur de mathématiques a 'Ecole nationale
d’administration. C’est la une position a peu pres aussi prestigieuse, enviable et valorisante que
celle de conférencier en droit constitutionnel a ’'Ecole Polytechnique ! A Iignorance crasse des
¢leves, s’ajoutait agréablement leur profond désintérét pour la matiere, doublé, pour ne rien
gacher, d’un arrogant mépris : « Mais enfin, Monsieur, a quoi tout cela sert-il ? ».

Afin de soulager quelque peu mon calvaire, a moins que ce ne fat par pur esprit de vengeance, il
m’arrivait de soumettre a mes ¢tudiants quelque question plaisante, qu’ils ne manquaient jamais
bien-sar de prendre au sérieux, craignant une incidence facheuse sur leur évaluation. Parmi mes

questionnements favoris, celui-ci figurait en bonne place :
A quelle vitesse séconle le temps ?

Ignorant moi-méme la réponse, je me plaisais a imaginer 'improbable, a réver quune fulgurance
un jour jaillisse d’un de ces puissants cerveaux de la future élite de la Nation. Je dois reconnaitre
que, sur cet aspect au moins, je ne fus point trop dégu : jobtins nombre de retours stimulants,
chacun a sa manicre. Voici un florilege.

e La vitesse du temps est nulle car, a 'évidence, il ne s’écoule pas : dans quel réceptacle se
déverserait-il ?

e Le temps s’écoule a une vitesse infinie, puisque I'instant présent n’est pas sitOt apparu
qu’il a déja disparu.

e Le temps s’écoule a la vitesse unité : une seconde par seconde, une minute par minute,

une heure par heure, un jour par jour, un mois par mois, un an par an, etc.
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e Le temps s’écoule a la vitesse d’un « vingt-quatricme de tour de la terre autour son axe »

par heure... 2 moins que ce ne soit I'inverse.

e Le temps est fixe et C’est Pespace qui traverse le temps ; mais plus ou moins vite, selon
que on est a pied ou en TGV.

e La vitesse du temps est variable : lente quand je m’ennuie ou quand je suis dans l'attente,
rapide quand je m’amuse ou quand je suis occupé.

e Je me suis renseigné : cette question n’est pas au programme de 'ENA. Je n’ai donc pas a
y répondre.

Pour m’étre par trop laissé aller a ce genre de fantaisie coupable et suite a la véhémente
protestation d’un groupe éleves, au motif de 'incompétence notoire de enseignant, mon contrat
avec ’Ecole n’a pas été renouvelé. Habité par d’autres préoccupations, avec le temps j’ai fini par
«oublier » a quel point la vitesse de celui-ci est incertaine, voire indéterminée... jusqu’a ce que
’adage suivant, récemment lu par hasard dans un almanach, ne vienne subitement me rafraichir la

mémoire :

Qunand on est jeune, les journées sont courtes et les années sont longues.

Quand on est vienx, les journées sont longues et les années sont courtes.

La formule s’incrusta dans mon esprit. Elle y trotta dés lors sans relache, priant avec insistance
que j’élucide son contenu paradoxal. Comment une somme de journées courtes pourrait-elle, en
effet, composer une année longue et vice-versa ? Me rappelant finalement la contribution majeure
(citée plus haut en avant-derniere position) d’un de mes anciens anti-disciples (aujourd’hui tous
devenus préfets, hauts fonctionnaires ou ministres), il me sembla que la reformulation suivante,
en éliminant la tournure paradoxale, délivre le méme message avec moins d’élégance mais
davantage de clarté :

Quand on est jeune, les journées sont rapides et les années sont pleines.

Quand on est vienx, les journées sont lentes et les années sont vides.

Sous cette forme, 'adage énonce tout simplement qu’un flux intense (des journées rapides)
engendre un stock important (des années pleines) ; tandis qu’un maigre flux (des journées lentes)
n’engendre qu’un faible stock (des années vides). Mais de quel flux et de quel stock s’agit-il ?
D’un flux et d’un stock d’expérience, de connaissance. Un jeune expérimenterait et apprendrait
beaucoup quotidiennement, ses journées seraient un terrain permanent d’exploration et lui
sembleraient ainsi toujours trop courtes ; alors que ses années, riches d’acquisitions nombreuses,
lui paraitraient durer une éternité. A autre extréme, un « vieux » ne ferait plus guére d’expérience
nouvelle, ses journées sombreraient dans une routine répétitive et tireraient en longueur ; quant a
ses années, pauvres en contenu accumulé, elles lui paraitraient, a leur terme, n’avoir duré qu’un

seul instant.

Telle est la maniere caricaturale dont I'imaginaire populaire oppose les « jeunes » aux « vieux ».
Bien-sur, adage n’est pas science, et il ne s’agit la en rien d’une vérité universelle. I.’observation
courante montre d’ailleurs qu’il est, hélas, des jeunes dont les journées se trainent dans 'oisiveté
et se cumulent en années creuses; et qu’il est aussi, fort heureusement, des retraités pleins
d’entrain, dont les journées, débordantes d’occupations, continuent de donner leur juste poids



aux années. Ainsi, les journées courtes et les années longues ne sont pas une garantie offerte a la

jeunesse ; ni les journées longues et les années courtes, une fatalité réservée a la vieillesse.

En outre, si le triste destin promis par ’adage était irrémédiable, alors la vie terrestre éternelle ne
ferait méme plus figure d’utopie désirable : car a quoi bon Iéternité, si les années y deviennent de
plus en plus courtes et les journées de plus en plus longues ? Woody Allen ne saurait mieux dire :
« I2éternité, c’est long... surtout vers la fin ! ».

S’intéresser a la perception subjective du temps est en réalité plus sérieux qu’il n’y parait et les
sciences humaines ne s’y trompent pas : ainsi un économiste rend-il compte de la préférence des
décideurs pour le présent a I'aide d'un modéle d’actualisation qui « déforme » le temps, en
«rapprochant le futur»; ou un analyste du progres technique évoque-t-il «I'accélération du
temps » produite par I'essor d’une nouvelle technologie ; ou encore, un historien de la longue
durée analyse-t-il la temporalité propre dune civilisation qui, de sa naissance a son déclin,
connait des phases d’inégales durées pour une égale importance culturelle et sociale.

Espérant en apprendre plus et détenir enfin le trousseau des clefs du temps, j’ai souhaité
rencontrer le meilleur et le plus fameux des experts en la matiere. C’est ainsi que, sous mon
pseudonyme anagrammatique Caruso Celinni, je me suis rendu zzeognito jusqu’a I’Olympe, afin de
rendre visite au Dieu Chronos. Ce dernier demeure a I’écart du jardin des Dieux, au tréfonds
d’une grotte abritée des rayons du soleil. Il vit et travaille la en reclus, au coté de son épouse
Ananke, évitant avec soin la compagnie des mortels et des autres Dieux. Sa double réputation de
misothéisme et de misanthropie est légendaire et force est de reconnaitre qu’elle m’a fait un peu
hésiter. Mais Caruso m’a chaudement encouragé et, apres tout, qui ne tente rien n’a rien !

— Je te salue, O puissant Chronos !

— Que me veux-tu, présomptueux étranger ?

— Que tu m’instruises des mysteres du temps, toi qui, assurément, en es le maitre incontesté !
— Et que veux-tu savoir ?

— Rien n’est plus simple : quel jour sommes-nous et quelle heure est-il ?

— Est-ce donc mon courroux que tu es ici venu chercher ? Il y a grave méprise sur la personne !
Moi, je suis un Dieu, je construis le temps, je le fabrique. Ce sont les mortels de ton espece, et
non pas Moi, qui se chargent de publier des dates et des calendriers. C’est la un métier de
comptable, qui n’est en rien mon affaire | As-tu une autre question ?

— Oui | Depuis combien de temps avons-nous entamé ce constructif dialogue ?

— Depuis exactement cing chronons et sois certain que d’ici cinq autres chronons, et pas un de
plus, tu auras quitté céans | Une derniere question ?

— Euh oui... pourquoi te terres-tu ainsi dans 'obscurité, au fond ce de trou ?

— N’est-ce donc point évident ? Figure-toi que je n’entends pas courir le risque d’étre influencé
par la course d’Hélios | Car c’est au soleil de régler son mouvement sur mon Temps, et non pas a
moi de régler mon Temps sur son mouvement ! Me suis-je bien fait comprendre ?

— On ne peut plus nettement ! Mais voici que s’approche ton épouse, la divine Ananke, déesse de
la Destinée. Puis-je lui poser une ultime question ?



— Je suis vraiment désolée, aimable étranger, mais ni toi ni moi ne saurions contrer la volonté de
Chronos | Or cent nankins se sont écoulés entre le moment de ton arrivée et celui ou mon
Seigneur et Maitre t’a signifié ton prochain départ ; et cent autres nankins se sont encore écoulés
depuis. Tu dois donc, hélas, prendre congé sur le champ !

— Aux Dieux donc, accueillants et nobles amis, et presque sans rancune ! Mais Otez-moi tout de
méme d’un affreux doute : est-ce bien exact, ne suis-je pas dans l'erreur, compte-t-on bien vingt
nankins dans un chronon ?

— Pour ta gouverne, Ananke et moi créons le Temps ensemble et, méme si chacun de nous utilise
son propre systeme d’unités, nous sommes parfaitement synchrones, ainsi que tu sembles 'avoir
correctement remarqué. Cest sur notre Temps que les astres du ciel calent le leur. L’heure solaire,
par exemple, comprend approximativement 223,763 chronons ou 4475,26 nankins. Mais le Soleil
et la Terre ont parfois la tremblote et les cadrans que vous utilisez en guise d’horloges ont
également leurs caprices ; on ne peut véritablement se fier a eux. Quant a vous, les Mortels, vous
étes pis encore que tous les corps célestes réunis ! Vous déformez le temps a 'envi, au gré
versatile de votre subjectivité. Et si tel est, comme je le crois deviner, le sujet qui retient ton
attention en particulier, alors consacre-lui un mémoire et ne manque pas de me Padresser. Je le
lirai et veillerai sans faute a te répondre... a mes chronons perdus ! Et maintenant, allez ouste, tu

ne tardes que trop !

Sitot redescendu de I’'Olympe, j’ai suivi le conseil de Chronos et me suis mis au travail. Apres
plusieurs semaines d’un apre labeur, voici le fruit de mes cogitations : un essai mathématique sur
les propriétés du temps subjectif. Au fil de mon grimoire, cher lecteur, tu croiseras Euclide,
Newton, FEuler, Lagrange, Maupertuis, Huygens ou encore Neper, Hamilton, Legendre,
Boltzmann, Dirac et Shannon. Pour ne commettre aucun impair en présence d’aussi prestigieux
personnages, un niveau « maths sup » est trés bienvenu de ta part, voire méme recommandé !
Révise notamment la notion d’espace affine et celle de morphisme, car une déformation du
temps n’est rien d’autre qu'un morphisme, appliquant une droite affine, celle du temps objectif,
sur une autre droite affine, celle du temps subjectif !

Ne tinquicte pas, toutefois : tu seras guidé pas a pas. Aprés une premicre partie consacrée a
Iexposé des définitions et concepts, tu te familiariseras dans la deuxiéme avec une classe de
morphismes particuliere mais importante, celle des morphismes « homogenes ». Enfin, dans la
troisieme partie, trois approches du temps subjectif te seront successivement présentées :

o [approche morphologique, qui vient d’étre évoquée, dans laquelle le temps subjectif apparait
comme une déformation géométrique du temps objectif ;

o [approche dynamique, dans laquelle le temps subjectif est analysé comme la trajectoire d’une
particule fictive, le « chronon », se mouvant dans le temps objectif ;

o [approche statistigue, enfin, ou le temps subjectif est vu comme la densité d’une mesure,
définie sur la droite du temps objectif.

Ces trois approches, a l'aide desquelles nous réinterpréterons dans I'épilogue I'adage de la
jeunesse et de la vieillesse, sont en réalité trois chemins paralleles... qui convergent ainsi a I'infini
vers un modele unifié, vers « Le » modéle, celui qui, une trentaine d’années plus tard, apporte
enfin réponse a ce redoutable « pont aux énarques » : a quelle vitesse s’écoule le temps ?



Un dernier avertissement avant lecture. Je me dois loyalement de t’avertir, toi amateur de science
fiction : tu seras en partie décu. Car si, dans mon essai le temps certes se courbe, il ne s’y plie en
revanche, ni ne s’y déchire : donc pas de vortex ni de trous de verre. Le temps ne se retourne pas
non plus : donc pas de voyages dans le passé ou le futur !

En revanche, le temps peut psychologiquement s’arréter, comme dans le Lac de Lamartine : 0)
temps suspends ton vol ! 1l peut aussi anéantir un segment de durée en le réduisant a un seul point,
comme dans le cas d’'une amnésie. Ou il peut encore se distendre indéfiniment, a la maniere d’une
vie enticrement revécue dans l'instant précédant une mort per¢ue comme imminente. Notre
modélisation ne rejette aucun de ces phénomenes, elle n’exclut ainsi ni les « trous noirs », ni les
« fontaines blanches », dans la galaxie du temps. On découvrira également que le temps a ses
« sources » et ses « puits » et que le temps qui « passe », et non pas seulement celui qu’il « fait »,
possede une température !

En définitive, je viens de m’en convaincre moi-méme, ce texte est presque sérieux... méme si
mon bouffon, Caruso, a chaudement souhaité le cosigner, sans doute sur le fondement de ses
exploits olympiens (a défaut d’étre olympiques) !

P.S. Ainsi que jen étais convenu avec lui, j’ai adressé mon manuscrit a Chronos. En dépit de
notre houleuse entrevue, il m’a fait une réponse étonnamment courtoise et positivement critique,

dont on trouvera la teneur dans I'épilogue.
I-DEFINITIONS ET CONCEPTS

Dans cette partie, nous montrons comment le temps peut-e¢tre modélisé a I'aide de la notion
géométrique d’espace affine a une dimension, muni d’une relation d’ordre (¢f section I-1). Puis
nous définissons la déformation subjective du temps comme un morphisme de droites affines (¢f.
section I-2). Nous procédons enfin a la représentation analytique dun morphisme de
déformation, a 'aide d’une famille de fonctions, stable par transformation affine croissante
(¢ section 1-3).

I-1. La géométrie du temps

La «droite du temps » ou la « fleche du temps », c’est a ces deux expressions du langage courant

que nous cherchons ici a donner un sens précis.

Drroites temporelles affine et vectorielle

Le temps de la physique, ou chronologie, ou encore femps objectif, est représentable par une droite

affine, c’est-a-dire par un ensemble (T) de points T, appelés znstants, tels que si T € (T) et T, € (T),

Fvara— —
alors le vecteur T|T, appartient a un espace vectoriel réel (T) de dimension 1, dit droite
temporelle vectorielle.

B —_—

Si T, € (T) et si ¢ € (T), alors il existe un instant T, unique tel que T;T, =¢ et I'on note :
T, =T+ ¢. Cette notation (dite de Grassman) permet d’exprimer tout vecteur ¢ de la droite
temporelle vectorielle (T) comme la «différence », sur la droite temporelle affine (T), entre

Pinstant extrémité T, et Pinstant origine T, de ce vecteur, soit : € = T, — T.



Relation d’antériorité

— —_—
L’espace vectoriel (T) admet une direction unique, mais deux sens opposés. Deux vecteurs de (T),

- =2 A . . , = - .
soit e et f, sont de méme sens s’il existe un nombre réel k > 0 tel que f = k.e et ils sont de sens
contraires si k < 0. Choisissant 'un des deux sens comme sens direct, ou sens « d’écoulement » du
temps, la droite temporelle affine (T) est munie d’une relation d’ordre, dite relation d’antériorité et

notée < (relation stricte) ou <X (relation large) :
T,< T, & T, — T} est un vecteur direct non nul

L’ensemble {T” € (T) : T < T} de tous les instants T de (T) antérieurs 2 un instant donné T est
le passé (au sens strict) de cet instant. Symétriquement, 'ensemble {T° € (T) : T < T"} de tous les

instants T” de (T) postérieurs a T est le fuzur (au sens strict) de cet instant.

Péles temporels : source et puits

De nombreux phénomenes dynamiques présentent un instant minimal ou maximal vis-a-vis de la
relation d’antériorité. Pour désigner un tel instant, nous patlerons de pdle, respectivement source ou
puits, selon que le pole est « sans passé » ou qu’il est « sans futur ».

Par exemple, s’agissant de I’évolution de 'univers, le big bang est la source du temps et une
¢éventuelle « fin du monde » en serait le puits. A Péchelle de la vie d’un individu, linstant de la
naissance est la source, tandis que I'instant de la disparition, s’il était connu par avance, serait le
puits. Ou encore, s’intéressant a la diffusion d’une technologie, I'instant de son émergence est la
source et I'instant de son extinction est le puits.

Dans I’étude des phénomenes présentant une source T ou un puits T, la droite temporelle (T) est
utilement restreinte a la demi-droite (T) ou a la demi-droite (T), respectivement définies comme
le futur (au sens large) de la source T ou comme le passé (au sens large) du puits T. Si une source

et un puits coexistent, alors le sous-espace affine pertinent est le segment TT. Enfin, 'absence de
pole du type source peut s’interpréter comme le renvoi de la source au point a I'infini de la droite
(T), en direction du passé : T—T , ; de méme, I'absence de podle du type puits s’interprete

comme le renvoi du puits au point a I'infini de la droite (T), en direction du futur : T — T ..

Intervalle de temps et durée muette

Soit deux instants T, et T, de (T), tels que T, est antérieur a T, : T;<'T, . Le segment de droite

T\|T, est appelé intervalle de temps 1 compris entre les instants T, et T, et le vecteur T T, =T, - T,
est appelée durée muette de I'intervalle I = T|T, ; le qualificatif « muet » signifie ici : avant le choix

d’une unité de mesure des durées.

Pour « faire parler » les durées muettes, il suffit de les comparer entre elles | Le rapport de deux
durées muettes revét en effet une signification intrinseque, indépendante du choix d’une origine
des temps et d’une unité de mesure des durées. Par exemple, si la terre effectue une rotation
compléte autour de son axe entre les instants T, et T, et si elle parcourt completement I'écliptique
autour du soleil entre les instants T et T, alors on a :

T\T, T,-T, 1
T,T, Ti—Ty 36525




Barycentre d’instants

Soit un intervalle de temps I = T|T, et soit un instant T € I, c’est-a-dire tel que T\ T < T).

Alors, il existe un nombre réel k € [0,1], tel que 'on ait 'égalité vectorielle :
KTT, + (1-0T =0 © k(T-T) + (1-k).(T, - T) = 0

On dit que l'instant T est le barycentre des instants T, et T, avec les poids respectifs k et 1 — k ; et

I’'on note conventionnellement :
T=kT, +(1-k.T,
T

La notion de barycentre s’étend a un nombre quelconque d’instants T, T,,... affectés des

b n>

«poids » ky, ky,..., k.. On a ainsi :

Zki:1 ) Zkiﬁ: 6 = TZEki'Ti

i=1 i=1 i=1

Repere temporel, dates et calendrier

Soit un rgpére R ={O, ¢} de la droite temporelle affine (T). Dans ce repére R, linstant O est

Porigine de décompte du temps et le vecteur unitaire € (vecteur direct) définit I'unité de durée.

Tout instant T € (T) est représentable dans le repére R ={O, ¢} par son abscisse t, appelée daze de
cet instant par rapport a R :

OT R
t=——&© T=0+te
c

L’ensemble {t} des dates t associées a tous les instants T € (T) est appelé calendrier lié au repere

R ={0O, é}. Dans ce calendrier, la date de I'instant O est t = 0 et celle de 'instant O + € est t = 1.

SiT est le baycentre des instants T, T,,..., T,, affectés des poids ki, k,,..., k,, alors on a :

b

Zklﬁl: 6 = ﬁ = ZkIO—T: = t= Zki.ti
i=1 i=1 i=1

Ainsi, dans un calendrier donné, la date d’un barycentre d’instants est le barycentre des dates de

ces instants.
Mesure des durées

Dans le repére R ={O, €}, la durée scalaire d’un intervalle de temps 1 = T, T,, ou plus simplement

dnrée de cet intervalle, est égale au ratio d; qui rapporte la durée muette T{T, =T, -T; au

. . - .
vecteur unitaire e, Soit :

Tsz OT2 — OT1 '[2.8 — tl.g
= - = - = =~ = th—1t
c c c

d;

On retrouve ainsi la notion intuitive de durée d’un intervalle de temps, égale a la différence des
dates de Pinstant final et de I’instant initial de cet intervalle.



Lorsqu’il existe un pole, source T ou puits T , il est utile d’introduire la notion complémentaire de

. . =t , . ,
dnrée relative d’un intervalle de temps I = T|T,, soit Qi, ou dj, définie comme le rapport de la durée

d; de cet intervalle a la durée qui s’étend entre son début T, et la source T ou le puits T :

TST<T, d'= =— = >0, T\<T,<T: dj=—=—== =—— >0
UOTT u-t T

Changement de calendrier

Lorsque le repére change, le calendrier, qui est lié au repére, change également. Considérons un
changement de repére, menant du repére initial R ={O, €}, au repére final R* ={O’, &'}, tel que
e=al (avec a > 0, afin que & soit ditect comme e) et 00’ =bi
Soit T une instant quelconque de (T). Si t est la date de T dans le calendrier {t}, lié au repere
initial R ; et si t’ est la date de T dans le calendrier {t’}, lié au repeére final R’, on a :
OT=00+OT = té=bl+¢t.e =bl+r.@d=@ar+hi =
t—b

a

t=att+b & =

On passe ainsi du calendrier initial {t} au calendtier final {t'} par une transformation affine croissante ;
et, réciproquement, on passe du calendrier final {t’} au calendrier initial {t} par la transformation
affine croissante réciroque.

Notant A, (x) = ax + b, les formules de changement de calendrier s’écrivent :

E=AE) . CEALO=A1 b0

On vérifie que ces formules de passage conservent le rapport de deux durées ; en effet, ainsi qu’il
a été signalé plus haut, un tel rapport est une grandeur intrinseque et il doit, a ce titre, étre
indépendant du choix du repere et du calendrier. Plus précisément, si I = T|T, et ] = T;T, sont
deux intervalles de temps sur (T), on a, dans les calendriers {t} et {t’} :

T,-T) TT, t-t th-t) ﬁ

= =
T,=-T;  T5T, G-t t4—t;

I-2. Déformation du temps

En complément de la droite temporelle objective (T) et de sa droite vectorielle associée (T) , on

considére maintenant une autre droite affine : la droite temporelle subjective (©) et sa droite vectorielle

—
associée (®). Cette seconde droite (®) est le lieu des instants « subjectifs », ou instants pergus.
L’objet de cette section est de définir une déformation subjective du temps comme un
morphisme, mettant en correspondance les deux droites (T) et (®).

Morphisme de déformation

On appelle morphisme de déformation du temps un morphisme @ de la droite affine (T) vers la droite
affine (®). A tout instant objectif T € (T), le morphisme ® fait correspondre un instant subjectif
® € (®), soit ® = O(T).



Si 'on se limite (assez raisonnablement !) aux perceptions subjectives qui ne retournent pas le
temps, alors le morphisme @ est croissant, au sens ou il respecte les deux relations d’antériorité <

et Xg, respectivement définies sur (T) et sur (®) :

Ty <t T = O(T) <o O(Ty)

En raison de la croissance postulée du morphisme @, s’il existe une source T et/ou un puits T

sur la droite temporelle objective (T), alors ® = ®(T) est une source et ©® = O(T) est un puits,

sur la droite temporelle subjective (®).

Hormis la prise en considération de deux singularités spécifiques, définies dans la section
suivante, nous supposerons de manicre générale que le morphisme @ est : d’une part, strictement
croissant, c’est-a-dire que I'image d’un intervalle de temps de durée non nulle est un intervalle de
temps de durée non nulle ; d’autre part, continu, c’est-a-dire que tout voisinage d’un 'instant T de
(T) est un voisinage de Iinstant @ = ®O(T) de (®). Ces hypotheses écartent la possibilité de
« ruptures » ou de « déchirures » du temps subjectif.

Deuxc singularités : « trou » et « fontaine »

Il peut toutefois s’avérer utile de relacher I’hypothése de stricte croissance du morphisme de
déformation pour considérer le cas d’un morphisme @ localement constant. A un certain
segment T\ T, du temps objectif, un tel morphisme donne pour image un seul instant subjectif
®,,, soit :

T1<T2 ,VTZT1<T<T2 Zq)(r):@12
ce que Nous NOterons encore :
TT), =4 O

Le couple (T4 T,, ®,), constitué de lintervalle T,T, « annihilé » dans le temps objectif et de
I'image ponctuelle ®;;, de cet intervalle dans le temps subjectif, est appelé #vx, par analogie avec
les « trous noirs » de I'astrophysique : tous les instants de lintervalle T{T, sont en quelque sorte

« piégés » par le morphisme @ dans un trou noir du temps !

Si 'on permet 2 un morphisme de déformation de creuser des trous, il faut également lui
permettre Popération inverse : a un unique instant T, du temps objectif, donner pour image un

segment temporel subjectif ®,8, de mesure non nulle soit :
T —e ©10;

Contrairement a un morphisme localement constant, un tel morphisme est dégénéré (puisquun
méme instant-origine admet plusieurs instants-images) ; en revanche, le morphisme réciproque
@', constant sur Iintervalle ®;0,, est quant a lui bien défini. Par analogie avec les « fontaines
blanches » de l'astrophysique, le couple (T),, ®®,) est appelé fontaine : en effet, tout se passe

comme si, de I'instant objectif ponctuel T, fusait une gerbe ®; 0, d’instants subjectifs.

Trous et fontaines ne doivent pas étre confondus avec puits et sources | Un puits ou une source
sont des instants extrémaux, des poles, pour les relations d’antériorité définies sur (T) et sur (®) ;
un trou ou une fontaine, pour leur part, sont des singularités d'un morphisme de déformation @.



Néanmoins, comme nous le verrons plus loin, rien n’interdit qu’un trou ou une fontaine viennent

se manifester autour d’une source ou d’un puits !

Durée subjective

Ne considérant a ce stade que des morphismes @ continus et strictement croissants, 'image par
@ d’un intervalle de temps I = T, T, de la droite temporelle objective (T) est un intervalle de
temps de la droite temporelle subjective (®), que nous noterons O(I) = ©,0,, ou O, = O(T)) et
®, = O(T,). De méme que nous avons défini la durée muette objective de I'intervalle de temps I

—

—
comme le vecteur T{'T, = T, = T de la droite vectorielle (T), de méme nous définissons la durée

muette subjective de 1 comme le vecteur de la droite vectorielle (®) joignant les extrémités de
l'intervalle O(I) :

0,0, =0, -0;= O(T,) - D(T))

Soit alors un repére P ={Q, e} (pour P, lire Rho!), choisi comme référentiel sur la droite
temporelle subjective (®), ot Q est Porigine de décompte du temps subjectif et ou ¢ est le vecteur
unitaire définissant P'unité de mesure des durées subjectives. Le repere P définit sur (®) un
calendrier subjectif {0}, dont les dates subjectives 0 sont les abscisses des instants subjectifs @,

mesurées dans ce repere.

Dans le repere P, la durée scalaire subjective de lintervalle 1, ou plus simplement la durée subjective de 1,
est par définition le ratio 8, qui rapporte le vecteur de durée muette subjective @0, = @, — O,

. . -> .
au vecteur unitaire €, soit :

@g%__9®2_9®1_(52_m5__6 .
- - - - V2= V1

- -
€ € €

o1 =

La durée subjective d’un intervalle de temps est ainsi égale a la différence des dates subjectives
des instants extrémes de cet intervalle.

Enfin, de méme que seul le rapport de deux durées muettes objectives revét une signification
intrinseque, c’est-a-dire indépendante du repére, de méme en va-t-il du rapport de deux durées
muettes subjectives. Si I = T|T, et ] = T;T, sont deux intervalles de temps objectifs sur (T), on a:

D(T,) — O(Ty) _ 0,0, _ 0, — 6, :i
DTy -D(T3) ©,0, 6, -0; 9§

Ce ratio est indépendant du repére P ={Q,c}. En effet, si ce repére est changé de P en

P ={Q, &}, avec & = .2 (@ > 0) et QQ’ = B.¢, alors la formule de changement de calendrier
subjectif est la transformation affine croissante 0" = (0 — B)/a (0 = . 0> + B) ; or cette

transformation conserve le rapport de deux différences de dates subjectives :
0,-0, 0,0 &
0,—0; 04— 05 3§

Le morphisme neutre

On appelle morphisme neutre, et 'on note ®,, le morphisme particulier qui, dans le passage du
temps objectif (T) au temps subjectif (®), laisse inchangé le rapport de deux durées quelconques :
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Py (Ty) - Pu(Ty) _ T - T
D, (Ty) — D, (T3) Ty —-T;

VT1<T2 ,VT3<T4Z

Deux reperes R et P étant fixés respectivement sur (T) et (@) et {t} et {0} étant les calendriers
associés a ces reperes, le morphisme neutre est tel que :

0, — 6, -t

0,—0; t4,—1t3

Dans les reperes patticuliers {T,, T, — T5} et {®,, ©, — O,} et leurs calendriers associés {t*} et
{0*}, Pégalité précédente devient tout simplement 0,* = t,*. Autrement dit, le morphisme neutre
est tel que le temps objectif et le temps subjectif sont mesurables a I'aide d’un seul et méme
calendrier canonique. En bref, le morphisme neutre @ ne déforme pas le temps : il exprime une
hypothétique synchronie du temps subjectif et du temps objectif.

Une expression algébrique du morphisme neutre @ dans couple quelconque de repéres, soit
R ={0, ¢}, P ={Q, €}, peut étre obtenue a partir de I'équation ci-dessus, en y fixant: T, = O
T,=T,T,-T,=¢cet®, =Q,0,=0,0, -0, =¢. Il vient ainsi :

b

®.(T) = Q + (T_EO) 2

Cette formulation met en évidence la linéarité du morphisme neutre : ce morphisme est p/az, en ce
sens que I'image de tout barycentre d’instants objectifs coincide avec le barycentre des images
subjectives de ces instants :

n n n n

_ Lt kT O\, T -O\,]_
@, kT =@+ (=)= ) ko |+ (—=—)3|= ) k.oum)

i=1 i=1 i=1
Pour rendre compte d’une déformation effective du temps, c’est-a-dire non synchronique, un
morphisme @ doit s’écarter de la platitude du morphisme neutre @, et présenter une courbure

non nulle.

Courbure d’'un morphisme : déformations tachychrone et bradychrone

Le profil d’'une déformation subjective du temps est réglé par la « courbure » du morphisme @
représentant cette déformation. Lorsque sa courbure conserve le méme sens au sein d’un certain
intervalle de temps I = T,T,, un morphisme @ est dit, ou bien convexe (courbure positive), ou
bien plat (courbure nulle), ou bien concave (courbure négative) sur l'intervalle I :

OkTi+ (1-k).T)] <¢ kP(T)) + (1-k.D(T,) D convexe
VT<e Ty, WEE O]« {PET+ (-0 =¢ KO+ (1 -D.BT) P pla
OkTi+ (1-k).T,] >g kO(T)) + (1-k.D(T,) :d concave

Notons que ces définitions n’utilisent que des «objets » affines, reposant sur les notions de
barycentre et d’antériorité. Elles sont par conséquent indépendantes des repéres R et P choisis sur
les droites temporelles objective et subjective (T) et (®).

Nous dirons que la déformation du temps est respectivement zachychrone ou bradychrone sur un
intervalle I, selon que le morphisme sous-jacent @ est respectivement convexe ou concave sur cet
intervalle. Une déformation tachychrone (morphisme convexe) traduit une « accélération » du
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temps subjectif au fil de I’écoulement du temps objectif ; inversement, une déformation

bradychrone traduit une « décélération » du temps subjectif.

Entre convexité et concavité, le cas pivot d’'un morphisme plat traduit une absence de
déformation du temps sur lintervalle I, ou synchronie. En particulier, si un morphisme est plat sur
tout intervalle I de la droite temporelle (T), alors il s’agit du morphisme neutre D,.

Instant équivalent objectif, avance tachychrone et retard bradychrone

Les définitions précédentes d’'un morphisme respectivement convexe, plat ou concave sur un
intervalle de temps I = T|T, impliquent les inégalités suivantes, valides pour tout barycentre
d’instants :

® convexe (plat) (concave) & O Z kT, |<(=)>) z k;. D(T;)
i=1 i=1
Soit Pinstant T tel que :
i=1

Cet instant du temps objectif, dont I'image subjective coincide avec le barycentre des instants du
temps subjectif, est dit instant éguivalent objectif du paquet d’instants subjectifs {D(T,), (T,), ...
O(T)}, pour la pondérationtk,, k,, ..., k.}.

Notant alors :
T = ki'Ti
i=1
le barycentre du paquet d’instants objectifs {T, T,,..., T,}, ou zustant moyen de ce paquet, on a :

® convexe (plat) (concave) & CD(T') <(=)(>) @(’T‘) e T <t (=1) >7) T

Ainsi, selon que le morphisme @ est respectivement convexe ou concave, l'instant équivalent
objectif T est respectivement postérieur ou antérieur a Iinstant moyen T ; et si le morphisme est
plat, alors l'instant équivalent objectif et I'instant moyen coincident.

—

. , + ~ =~ . , .
Dans le cas d’'un morphisme convexe, la durée muette A” =T — T, qui s’étend entre l'instant
moyen et linstant équivalent objectif est dite avance tachychrone ; dans le cas d’un morphisme

= A~ ., : , . . :

concave, la durée muette A° =T — T, qui s’étend entre I'instant équivalent objectif et I'instant

moyen est dite refard bradychrone. Avance tachychrone ou retard bradychrone sont univoquement

définis, une fois précisés un paquet d’instants T, T,,..., T,, ainsi qu'un systeme de pondération
k,, ky,..., k,. On a ainsi :

n T n

— :
Morphisme convexe : A" = @’ E k. OT)| — E k. T;
i=1 ] i=1

[ 0

lkMorphisme concave: A = Z kT, — @t Z k. D(T;)
i=1

| =1
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Lorsqu’un vecteur unitaire € est choisi sur la droite temporelle objective (T), I'avance tachychrone
ou le retard bradychrone deviennent mesurables en tant que durées scalaires A” ou A7, soit:

A" =AT/R ouAT =A" /2

Typologie « polaire » des morphismes de déformation

En complément de leur courbure, une caractéristique importante des morphismes (croissants et
continus) de déformation temporelle se rapporte au traitement des poles. On peut établir une
typologie des morphismes, selon la manié¢re dont ils convertissent les poles du temps objectif en
poles du temps subjectif, soutces et/ou puits. On distingue ainsi quatre classes de morphismes,
respectivement conformes, polarisants, dépolarisants et hybrides.

(a) Les morphismes conformes sont tels que, si un pole de nature donnée (source ou puits) existe sur
la droite temporelle objective (T), alors un podle de méme nature (source ou puits) existe
également sur la droite temporelle subjective (®) ; et, inversement, si un pole de nature donnée
n’existe pas sur (T), alors un pole de méme nature n’existe pas non plus sur (®). Rappelons que,
dans cette formulation, « I'inexistence » d’un pole signifie en réalité son rejet vers 'infini passé
(source) ou vers linfini futur (puits). Il existe quatre sous-types de morphismes conformes,
respectivement « ni source ni puits », « pure source », « pur puits » ou « source et puits », selon

qu’un tel morphisme transforme :

e la droite temporelle objective tout enticre (T), en la droite temporelle subjective tout
entiere (®) ;

e une demi-droite temporelle objective (T) du type source, en une demi-droite temporelle
subjective (®), également du type source ;

e une demi-droite temporelle objective (T) du type puits, en une demi-droite temporelle
subjective ©), également du type puits ;

e un segment source-puits TT sur (T), en un segment source-puits OO sur (O).

En termes imagés, les morphismes conformes respectent la présence ou I'absence de poles.

(b) Les morphismes polarisants sont ceux qui: d’une part, operent sur la droite temporelle objective
(T) toute enticre, c’est-a-dire « privée » de poles (la source étant renvoyée a l'infini passé et le
puits a l'infini futur) ; et, d’autre part, créent sur la droite temporelle subjective (®), ou bien une

source ©, ou bien un puits &, ou bien les deux. On distingue ainsi :

e les polarisants créateurs de source, tels que @(T_,) = O ;
e les polarisants créateurs de puits, tels que O (T ) = O;

e les polarisants bi-créateurs de source et de puits, tels que P(T_.,) = © et D(T,,) = O.

En termes imagés, les polarisants créateurs de source rapprochent le passé, les polarisants

créateurs de puits rapprochent le futur, les polarisants bi-créateurs rapprochent les deux. En
économie, l'actualisation, ou « préférence pour le présent », qui consiste a sous-pondérer le futur,
est un morphisme polarisant créateur de puits. Nous reviendrons dans la suite a plusieurs reprises
sur cet exemple important.

(c) Les morphismes dépolarisants sont ceux qui: d’une part, ont pour espace image la droite
temporelle subjective (®) tout entiere ; d’autre part, ont pour espace de définition, ou bien une
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demi-droite temporelle objective (I) du type source, ou bien une demi-droite temporelle

objective (T) du type puits, ou bien un segment source-puits TT. On distingue ainsi :

e les dépolarisants effaceurs de source, tels que @(T) =T_4 ;
e les dépolarisants effaceurs de puits, tels que (D(T’) =T,n;
e les dépolarisants bi-effaceurs de source et de puits, tels que D(T) = T_, et D(T) = T,

En termes imagés, les dépolarisants effaceurs de source éloignent le passé, les dépolarisants
effaceurs de puits éloignent le futur, les dépolarisants bi-effaceurs éloignent les deux.

(d) Les monphismes hybrides, semi-polarisants et semi-dépolarisants, sont ceux qui effacent une
source et créent simultanément un puits, ou wzie-versa. Ces morphismes ont pour espace de

définition, soit une demi-droite temporelle objective (T) du type source, soit une demi-droite
temporelle objective (T) du type puits ; et ils donnent, ou bien pour image a (T) une demi-droite
temporelle subjective (®) du type puits, ou bien pour image a (T) une demi-droite temporelle

subjective (®) du type source. On distingue ainsi :

e les hybrides effaceurs de source et créateurs de puits, tels que P(I)=T_, et
O(Ty) =T ;
® les hybrides créateurs de source et effaceurs de puits, tels que DP(T_,) =T et

D(T) = Tyep.

En termes imagés, les hybrides effaceurs de source/créateurs de puits éloignent le passé et

rapprochent le futur, tandis que les hybrides créateurs de source/effaceurs de puits rapprochent

le passé et éloignent le futur.

Il serait erroné de penser que les morphismes non conformes, c’est-a-dire polarisants,
dépolarisants ou hybrides, sont de pures curiosités topologiques, dénuées de toute application !
Par exemple, lorsqu’un physicien construit un modeéle cosmologique en remontant le temps en-
deca du seuil de Planck (107 seconde), alors il « crée » subjectivement le big-bang, sur une droite
temporelle a priori indéfinie vers le passé, et son « geste » de modélisation est un morphisme
polarisant, du type créateur de source. Lorsque la bible évoque la fin du monde et le jugement
dernier, i s’agit également d’'un morphisme polarisant, cette fois du type créateur de puits.
L’actualisation économique, déja mentionnée, est également un morphisme polarisant créateur de

puits.

Lorsqu’un individu vit dans I'anxiété permanente de la mort au point de ne rien faire de son
temps, de peur de prendre le moindre risque, c’est la encore un morphisme polarisant créateur de
puits, une «vieillesse précoce». Lorsquun individu vit au contraire en toute insouciance,
« oubliant » que son existence aura un terme, c’est un morphisme dépolarisant effaceur de puits,
une « jeunesse attardée ». Si on croit en la réincarnation et donc en la possibilité de vies passées
antérieures a la naissance et de vies futures postérieures a la mort, alors cette croyance est un
morphisme bi-effaceur de source et de puits. Si un jeune geek n’imagine pas qu'un monde sans
Internet ait pu « autrefois » exister et s’il pense par ailleurs que le Net sera bientot définitivement
balayé par quelque fruit de la convergence entre nano-, bio- et info- technologies, alors son
morphisme cognitif est de type hybride, par I'effacement d’une source (invention d’Internet) et
la création d’un puits (la convergence N.B.C.).
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I-3. Représentation analytique

Parce qu’il est plus aisé de manier une fonction de la variable réelle qu’un morphisme de droites
affines, cette section opere un passage de la géométrie a l'analyse, en développant une
représentation analytique des morphismes de déformation du temps.

Fonctions représentatives

Un repére R ={O, ¢} étant pris pour référentiel sur la droite temporelle objective (T), ainsi qu'un
repére P ={Q, ¢} sur la droite temporelle subjective (®), le temps objectif est mesuré sur (T)
dans un calendrier {t} et le temps subjectif, mesuré sur (®) dans un calendrier {0}. Relativement
au couple de reperes (R, P) le morphisme ® = ®(T) de (T) vers (®) est représenté par une
fonction réelle de la variable réelle, soit 0 = ¢(t), du calendrier {t} vers le calendrier {0}.

En cas de double changement de reperes sur (T) et sur (@), la fonction représentative du
morphisme de déformation @ est modifiée par double composition affine croissante, a gauche et
a droite. Plus précisément, si la fonction ¢ représente le morphisme @ dans les repeéres

R ={O, ¢} et P ={Q, ¢}, alors la fonction ¢’ = A:B oo A,() représente ce méme morphisme
@ dans les reperes R” = {O, Z} = {O+bid,ad} et P={Q, ;}= {Q+B.¢,ac} (aveca > 0 et
o > 0). En effet, de 6 = ¢(t), on déduit : A, g(0”) = 9o A, () puis 6" = A:’ﬁ oo A, LM).

La représentation analytique d’un morphisme de déformation est ainsi un « systéme » comportant
quatre degrés de liberté, deux degrés étant liés au choix sur (T) d’un repere R de temps objectif
(origine et vecteur unitaire) et deux autres degrés étant liés au choix sur (@) d’un repere P de
temps subjectif (origine et vecteur unitaire). Le double choix des repéres R et P « gele » tous les
degrés de liberté du systeme et définit univoquement une fonction représentative particuliere ¢
du morphisme .

Un repére R ={O, €} étant choisi comme référentiel sur la droite temporelle objective (T), il peut
s‘avérer commode de choisir, sur la droite temporelle subjective (@), le repere particulier
P={Q,c} ={®(0), ®(O +¢) —®(0)}, dit repére image par le morphisme @ du repére de
temps objectif R ={O, ¢}. Nous noterons P = ®(R) ce repére image de R par @.

Si l'on fixe un repére temporel objectif R sur (T) et donc le calendrier associé {t}, tout en laissant
libre le repére temporel subjectif P sur (®) et donc le calendrier associé {0}, alors la fonction
représentative ¢ du morphisme @ n’est déterminée qu’a une transformation affine croissante
pres. Dans la suite, nous désignerons par {¢}; cette famille des fonctions représentatives de @
liées a un repere R de (T) :

¢ € {p};= ap+BE{p}, (x>0)

Correspondance entre les propriétés des morphismes et celles de lenrs fonctions représentatives

En dehors des singularités du type « trou » ou « fontaine » (¢f supra), la stricte croissance et la
continuité d’'un morphisme de déformation @ se traduisent par la stricte croissance et la
continuité de ses fonctions représentatives ¢ ; des propriétés stables par une double
transformation affine croissante opérée sur ¢ et sur t. Nous supposerons également que, hors
singularités, les fonctions ¢ sont deux fois dérivables et nous noterons respectivement ¢ et ¢ leurs

dérivées premicre et seconde.
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Une singularité du type « trou » se traduit par la constance des fonctions représentatives ¢ sur un
certain intervalle du calendrier {t} ; et une singularité du type « fontaine », par leur discontinuité
en certain un point de ce calendrier.

Selon qu’un morphisme de déformation @ est respectivement concave, plat ou convexe, ses
fonctions représentatives ¢ sont respectivement concaves, affines ou convexes ; des propriétés
stables par une double transformation affine croissante opérée sur ¢ et sur t.

Enfin, les propriétés « polaires » des morphismes @ se traduisent par les propriétés suivantes
chez leurs fonctions représentatives ¢ :

(1p(—00) = —0 et Qp(-i-OO) : ni source ni puits
I o) =0 et @(+0) = : pure source
Conforme 4 @(—0) = —0 et o(t) =0 : put puits
Lp =0 et o)=0 : source et puits
p(—0) =0 et p(+0) = +0 : créateur de source
Polarisant { (=) = —0 et @(+00) = 0 :créateur de puits
©(0) =0 et (+%) =0 : bi-créateur
() = —00 et (+0) = : effaceur de source
Dépolarisant { (—0) = —0 et cp(@) =40  :effaceur de puits
@) =—0 et gp(@) : bi-effaceur
Hybride {LP@ = -0 et cp(;i-OO) =0 :effaceur de source/créateur de puits
(=) =0 et p(0) = +© : créateur de source/effaceur de puits

Courbure locale d’un morphisme de déformation, indice de conrbure

La représentation analytique d’'un morphisme de déformation @ permet d’étudier localement sa
courbure. A cet effet, considérons un paquet d’instants T, T,, ..., T,, respectivement affectés des

poids ki, k,, ..., k,, et peu dispersés autour de leur moyenne T = T. Choix étant fait d’un repere R
sur (T) et du calendrier associé {t}, on a ainsi :

t = z ki‘ti s 02 - Z ki‘<ti - t)z =0
i=1 i=1

En développant la fonction représentative ¢ au second ordre autour de la date moyenne t, il
vient :

1
i=1,2...0 10@) = o) + ¢0).(-10 + Ecp(t).(ti—t)z =

X 1
Z kip(t) =@t + 0+ zi@(t).oz
i=1

Par ailleurs, si t est la date de I'instant équivalent objectif, on a :

o(D) = () + $(0).(E -1
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En comparant ces deux développements limités, on obtient une expression locale de I'avance

tachychrone ou du retard bradychrone, selon le signe de @(t) :

V. ) -
| Avance tachychrone: A'=f—t= — — si @) >0
4 2 6@
I S (5 B
lRetard bradychrone: A" =t-t =—— — si ¢(t) <0
2 90

Il apparait que, pour un morphisme localement convexe (resp. localement concave), I'avance
tachychrone (resp. le retard bradychrone) au voisinage d’une date t est proportionnel(le) : d’une
part, a Pamplitude de la petite plage de déformation autour de t, mesurée par la variance o> ;

d’autre part, a /indice de courbure locale du morphisme de déformation, défini comme le ratio
20/ 4.
On observe que I'indice de courbure est une caractéristique intrinséque du morphisme @ dans le

repere R de (T), c’est-a-dire indépendante du choix de la fonction représentative ¢ dans {¢} : en

effet, le ratio §/¢ est invariant par toute transformation affine croissante opérée sur .

L’indice de courbure n’est pas un nombre sans dimension : il posséde la dimension inverse d’une
durée, exprimée dans le repere R de (T). Dans la suite et en plusieurs occasions, nous reviendrons
sur le role essentiel que joue lindice de courbure dans la caractérisation et Pétude des
morphismes de déformation.

1-Profil de déformation

Dans I’étude de certains phénomenes, i est utile de se référer a un intervalle de temps
particulier I, par exemple la période de diffusion dune technologie, ou encore la vie d’un
individu, et de représenter le morphisme de déformation @ en le « cadrant » sur I'intervalle I
considéré.

Supposons la droite temporelle objective (T) munie d’un repére de référence R ={O, €} et du
calendrier {t} associé a ce repere. Soit un intervalle I = T|T, sur (T) et soit le repere
R, = {T,, T, - T,}. Soit enfin, sur la droite temporelle subjective (®), le repere (R)), image par
@ du repere Ry, soit: D(R;) = {D(T)), D(T,) —D(T,)}. Alors, par définition :

e J'unique fonction représentative du morphisme @ dans le couple de reperes [R, D(R))],
soit @, € {¢}g, est appelée profil de déformation induit par le morphisme @ sur Iintervalle
I, ou plus simplement I-profil.

e lunique fonction représentative du morphisme ® dans le couple de reperes [R;, P(R))],

soit cp}k € {LP}RI, est appelée I-profil normalisé.

Notons {t*} le calendrier de (T) associé au repere R; et {0*} le calendrier de (®) associé au
repere image O(R)). Si ¢ est un quelconque €lément de la famille affine {p}, des fonctions
représentatives du morphisme @ dans le repére R de (T), alors, on a :
I-profil : 0 = ¢ () = —ap(t) miG)
P(t2) — 9(t1)
o+ (t —t)-t) — 9(ty)
¢(t2) —9(t1)

¢ (t) =0, () = 1

kLproﬁl normalisé : 0" =@ (') = 9 () =0, ¢ (1)=1
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On remarque que le I-profil 6* = ¢ () et le I-profil normalis¢ 6* = (.p; (t") sont indépendants du

choix d’un représentant ¢ au sein de la famille {¢} : les fractions figurant dans les expressions ci-
dessus sont en effet invariantes par transformation affine croissante opérée sur .

Lorsque la date objective normalisée t* décrit le calendrier normalisé {t*}= [0,1], alors I'intervalle
de temps objectif I est parcouru depuis son instant initial T, jusqu’a son instant final T, ;
concomitamment, la date subjective normalisée 0* décrit le calendrier normalisé {0*} = [0,1] et
intervalle de temps subjectif d(I) est parcouru depuis son instant initial @, = D(T,) jusqu’a son
instant final ®, = ®(T,). Le profil normalis¢ de déformation 6% = ¢ (t*) est ainsi une application
de T'intervalle réel [0,1] vers lui-méme, qui résume l'action de déformation que le morphisme ®
exerce sur I'intervalle de temps 1.

Inversion de morphisme et dualité

Tout est relatif | Si le temps subjectif est a son tour considéré comme étant « le temps de base »,
alors ce temps devient le nouveau temps objectif et ancien temps objectif devient le nouveau
temps subjectif. C’est le morphisme réciproque de @, soit @', qui « restaure » le temps objectif a
partir du temps subjectif.

La réciproque d’un morphisme @ convexe est un morphisme ®' concave, et vice-versa. Le
. , . -1_
morphisme neutre est sa propre réciproque : &, = ..

. . , . .o, .. 1 ,
Si un morphisme @ présente une singularité du type « trou », alors sa réciproque @~ présente
une singularité du type « fontaine » et vice-versa.

§’il existe des poles sur (T) et (®), ils se correspondent mutuellement par le morphisme direct de
déformation et le morphisme réciproque de restauration : si T (éventuellement T = T ) est une
source ou si T (éventuellement T = T,,) est un puits, sur la droite temporelle objective (T), alors
ona:

©=0(1) , 0= & I=07(0),T=07©)
D’ou les propriétés suivantes de dualité :

e la réciproque d’un morphisme conforme de type donné (ni source ni puits, pure source,
pur puits, source et puits) est un morphisme conforme du méme type ;

e la réciproque d’un morphisme polarisant, respectivement du type créateur de source,
créateur de puits, ou bi-créateur, est un morphisme dépolarisant, respectivement du type

effaceur de source, effaceur de puits, ou bi-effaceur ;

e la réciproque d’un morphisme hybride de type effaceur de soutce/créateur de puits est un

morphisme hybride du type créateur de source/effaceur de puits, et vice-versa.

Le morphisme de restauration @' admet pour fonctions représentatives les réciproques ¢ des
fonctions représentatives du morphisme direct de déformation ®. Ces fonctions réciproques,
comme les fonctions directes, engendrent un systeme a quatre degrés de libertés, par
combinaison affine croissante a gauche et a droite.

Considérons (hors singularités) un intervalle I = T|T, sur (T), ainsi que l'intervalle image de I sur
(@), soit D(I) = ®,0,, ou O, = O(T)) et ®, = O(T,). L’intervalle I peut encore étre regardé
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comme I'image de lintervalle (I) par le morphisme de restauration @', Dans cette dualité, au I-
profil normalisé de déformation, soit 0% = ¢,(t*), correspond le ®D(I)-profil normalisé¢ de

restauration, soit t = Lp;l ©).
II-DEFORMATIONS HOMOGENES DU TEMPS

Apres avoir, dans la premicre partie, posé les définitions de base et introduit les principaux
concepts, nous consacrons cette deuxieme partie a leur mise en application, a travers I’étude
détaillée de trois classes particuliecres de morphismes de déformation : (a) les morphismes
uniformes, ou U-morphismes, dont le profil de déformation est invariant par toute translation
temporelle (¢ section 1I-1) ; (b) les morphismes homothétiques par rapport a une source T, ou

H-morphismes, dont le profil de déformation est invariant par toute homothétie temporelle centrée

sur T (i section I1-2) ; (c) les morphismes homothétiques par rapport 4 un puits T, ou H-
morphismes, dont le profil est invariant par toute homothétie temporelle centrée sur T
(¢ section 11-3). Nous montrerons z fine (cf. section II-4) que ces trois classes de morphismes
peuvent étre réunies en une seule plus large, stable par I'inversion de morphisme : la famille des

morphismes homogénes.
I1-1. Déformation uniforme : les U-morphismes

Définition et caractérisation

Dans ce mode¢le de déformation uniforme, on postule que le rapport de deux durées subjectives
demeure invariant par translation temporelle, soit :

DT+ B) - (T +h) _ D(I) - D(TY)
DT+ h) — DT+ h) DTy — D(T)

VT1<T2 5 VT3<T4,VHZ

Choisissons un repére R ={O, ¢} sur (T) et soit {t} le calendrier associé¢ a R. Notons h la durée

— -
scalaite (mesurée dans le repere R) de la translation vectorielle h, soit h =h/e. Alors, toute

fonction représentative d’un U-morphisme @ dans le repere R, soit ¢ € {y} , vérifie :

p(tot h) — ot + h) _ o) —9t)
@(ts+ h) —p(ts+h)  oty) —(ts)

Pour transformer cette équation fonctionnelle en une équation différentielle, dérivons deux fois

Vt1<t2, Vt3<t4,Vhl

Pégalité précédente par rapport a t, et effectuons le rapport de la dérivée seconde a la dérivée
premicere. Il vient ainsi :

CSth) b
CGth) 9w

La fonction ¢(t) vérifie donc I’équation différentielle du second ordre :

()

ou l'on reconnait au premier membre l'indice de courbure et ou la constante w, figurant au

second membre, a la dimension de I'inverse d’une durée ; sa valeur numérique dépend donc du

repere R choisi sur la droite (T). Puisque ¢(t) > 0 (le morphisme @ étant supposé croissant), le
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signe de la constante w détermine le signe de ¢(t) et, par conséquent, détermine le sens de la

courbure du U-morphisme @ : ce morphisme est convexe si w > 0 et il est concave si w < 0.

Leur caractérisation différentielle révéle ainsi que les U-morphismes sont les morphismes dont

Iindice de courbure est constant.

Représentations analytigue et graphique

Par intégration de I’équation différentielle ci-dessus, on obtient :

90 = a.c™ 4,

ou a et B sont deux constantes d’intégration, o étant de méme signe que w, en raison de la
croissance de y. Les constantes o et 3 sont des parametres d'échelle, 1iés au repére particulier P choisi
sur la droite temporelle subjective (®); ces paramectres ne sont pas des caractéristiques du
morphisme @, mais de sa représentation ¢. L.a constante w est également un parametre d’échelle,
lié au repére R choisi sur la droite temporelle objective (T) : lorsque le vecteur unitaire de R est
, - - . - :
changé de ¢ en a.¢, t est changé en t/a et w est changé en o.w, de telle facon que le produit w.t

demeure indépendant du repere.

Une fois « controlés » les parametres d’échelle sur (T) et (®), il semblerait ainsi qu’il n’existe
qu’un seul U-morphisme Ceci est presque vrai, mais pas tout a fait | En réalité, il en existe deux :
le U-morphisme et le ﬁ—morphisme, selon le signe, respectivement positif ou négatif, du
parameétre w. Ce signe, soit sgn w = X, est I'unique parameétre de forme : il indique le sens de la
courbure (convexe ou concave) du U-morphisme et suffit a caractériser entierement celui-ci. En

définitive, les U-morphismes forment une famille dégénérée, réduite a une paire.

o Lo U-morphisme (son & = +) est polarisant créatenr de source. En effet, puisque a > 0, ¢(t) décrit
I'intervalle (8,+%) lorsque t décrit lintervalle (—00, +0). I en résulte que, par le U-
morphisme, I'image de la droite temporelle objective (T) est une demi-droite temporelle
subjective bornée inférieurement, soit (®). Autrement dit, le temps subjectif admet dans
ce cas une source, soit @ = O(T ), image de linfini passé du temps objectif ; en
revanche, le temps subjectif, comme le temps objectif, n’admet pas d’autre puits que

Pinfini futur.

o e f]—moip/yixﬁze (sgn w = —) est polarisant créateur de puits. En effet, puisque a > 0, ¢(t) décrit
Pintervalle (—0, B) lorsque t décrit Pintervalle (—o0, +00). 1l en résulte que, par le U-

morphisme, 'image de la droite temporelle objective (T) est une demi-droite temporelle
subjective bornée supérieurement, soit (). Autrement dit, le temps subjectif admet dans

ce cas un puits, soit ® = O(T.), image de I'infini futur du temps objectif ; en revanche,

le temps subjectif, comme le temps objectif, n’admet pas d’autre source que I'infini passé.

Posant |o| = 1/ty, o] =19 et B =6 ou B = 0 (selon qu’il s’agit du U-morphisme ou du U-

morphisme), la paire d’'U-morphismes admet pour représentation analytique :

6+ 1.¢/® : U-morphisme

=1 = {_

0— 1. ¢/ : U-morphisme
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Le parametre t; a la dimension d’une durée objective et il est lié au repere temporel R de (T) ; le
parametre T, a la dimension d’une durée subjective et il est lié au repere temporel P de (©). Ces
deux parametres d’échelle, appelés constantes de temps du U-morphisme par rapport au couple de
reperes (R, P), se prétent a Iinterprétation suivante. Prenons la durée t, pour unité du temps
objectif et la durée 1, pour unité du temps subjectif. Chaque fois qu’une unité du temps objectif
s’écoule sur (T) : ou bien, le nombre d’unités du temps subjectif qui se sont écoulées depuis la

source ® est multiplié par la constante de Neper e (cas U) ; ou bien, le nombre d’unités du temps
v phe p p > p

subjectif qui restent 4 s’écouler jusqu’au puits ® est divisé par la constante de Neper ¢ (cas U).

En se placant dans des calendtiers normalisés, respectivement {x} sur (T) et {£} sur (®), on en

déduit une représentation canonigue des U-morphismes, soit :

0-06
= >0 :U- hi
t : 7 =-forphisme . u(x) = e* : U-morphisme
X=— = - = = —_ .
to |00 — _ u(x) =—e* : U-morphisme
<0 : U-morphisme
k To
D’ou la représentation graphique :
Q)]
(K) > (T)
= > (T -
U-morphisme U-morphisme

En microéconomie, lorsque le modélisateur exprime la préférence que les décideurs manifestent

pour le présent au moyen d’une actualisation continue a taux constant, cette déformation

temporelle n’est rien d’autre que celle traduite par le U-morphisme : dans le repére R choisi sur
(T), le taux d’actualisation vaut 1/t, ou t, estla constante de temps. Si deux agents possedent des
taux d’actualisation différents, c’est-a-dire des constantes de temps différentes, tout se passe en
réalité comme ¢’ils actualisaient d’une méme «fagon», mais dans des reperes temporels
différents : cette facon commune d’actualiser, ou actualisation a taux constant, est enticrement
décrite par 'exponentielle d’exposant négatif de la représentation canonique.

L-profil normalisé de déformation

Injectant 'expression de ¢(t) dans 'équation de définition du I-profil normalisé de déformation
(¢f- supra) et notant d; = t, — t; la durée (dans le repere R) de I'intervalle considéré I = T|T,, nous
tirons :

*
ei(tl +dr.t )/to _ eit1/t0

t* € [0,1] s 0 € [O,l] : 6 = @I(t*) = ei(t1+d])/t0_eit1/to

soit :
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o (t) =

+41
e -1
Remarquons que le ratio dj = d,/t; est indépendant du repére R pris pour référentiel sur la droite
temporelle objective (T), si bien que le I-profil normalisé Lp; (t") est également indépendant de ce

repere.

Bien que la droite (T) soit ici supposée dépourvue de pole (source ou puits) et que la durée
relative au sens propre ne soit donc pas définie, convenons néanmoins de nommer le ratio
di = d,/ty durée relative de Pintervalle 1; la raison de cet abus de langage apparaitra plus loin.
Utilisant cette convention, il existe deux profils de déformation uniforme, respectivement
tachychrone et bradychrone :

Tk r ok
edl.t _ 1 1 —e dI.t

Tachychronie : ¢ (t) = edi——l Bradychronie : ¢ (t) = 1 cdi

b

Lorsque la durée relative dj tend vers zéro (la constante de temps t, tendant vers infini), la
tachychronie ou la bradychronie convergent vers la synchronie, c’est-a-dire l'absence de
déformation temporelle, soit cp;(t*) =t". Analytiquement, la synchronie correspond a un U-

morphisme plat sur I'intervalle I.

Synthése

En résumé, le modele de déformation uniforme a mis en évidence deux U-morphismes : d’une
part, I’'U-morphisme, convexe et polarisant créateur de source ; d’autre part, l’ﬁ—morphisme,
concave et polarisant créateur de puits. L’ampleur de la déformation produite par un U-
morphisme ne dépend que de la durée relative dj de l'intervalle I sur laquelle est appliquée la
déformation ; cette durée relative, indépendante du repere temporel R, est le rapport de la durée
scalaire d; a la constante de temps t,. Deux intervalles de temps I et | de mémes durées relatives,

soit dj = djr, admettent le méme profil normalisé de déformation.

La paire des U-morphismes n’est pas close pour I'inversion de morphisme : parce que la fonction
réciproque d’une exponentielle n’est pas une exponentielle mais un logarithme, la réciproque d’un
U-morphisme n’est pas un U-morphisme. De¢s lors, au sein de quelle famille de morphismes
peut-t-on trouver la réciproque d’un U-morphisme ? La suite nous 'apprendra bientot !

I1-2. Déformation homothétique en aval d’une source : les H-morphismes

Définition et caractérisation

Dans ce modele, on postule qu’il existe un pole T du type source sur la droite temporelle
objective (T) et que le rapport de deux durées subjectives demeure invariant dans toute

homothétie temporelle centrée sur la source T. On a ainsi :

VT2>T1>I VT4>T3>I,Vk>O'

bl

O[T + k(Ty D) - @[T + (T, = D] _ P(T,) - D(I)
O[T + k(Ty— D] - BT + (I3~ D]  B(T,) — (T,
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Choisissons un repére R ={O, ¢} sur (T) et soit {t} le calendrier associé a R. Alors, toute

fonction représentative d’'un H-morphisme dans le repere R, soit ¢ € {g} , vérifie :
Vo>t >t , Viu>t3>t ,Vk>0:

plet k-9l —olt Tk —9] _ o) — o)
et + k-0l -9t + k(-0 o(ts) —o(ts)

Pour transformer cette équation fonctionnelle en une équation différentielle, dérivons deux fois

Pégalité précédente par rapport a t,, effectuons le rapport de la dérivée seconde a la dérivée

premicre, puis multiplions les deux membres de I’égalité par t, — t. Il vient :

VE>O - k-(tZTE)-iE"KE + k(-] _ (tz—.géf’(tZ)
ot + k(-] o(ty)

soit encore, en posantu, =t, —t:

kup pt + k) upp(t + up)

Vk>0: — :
ot + k) et + )
La fonction ¢(t) vérifie donc ’équation différentielle du second ordre :
5
(t —t m =o-1
?0 =

ou la grandeur figurant au premier membre est, par définition, /éasticité de conrbure du morphisme

et ou la constante p — 1, présente au second membre, est un nombre sans dimension.

Puisque ¢(t) >0 (le H-morphisme étant supposé croissant) et t > t (tout instant T étant

postérieur a la source T), le signe de o — 1 détermine celui de ¢(t) et, par conséquent, fixe le sens

de la courbure du H-morphisme : ce morphisme est convexe si o > 1 et il est concave si p < 1.

Leur caractérisation différentielle révéle ainsi que les H-morphismes sont les morphismes dont

Pélasticité de courbure en aval d’une source est constante.

Représentations analytique et graphigue

Par intégration de I’équation différentielle ci-dessus, on obtient :

wt—0¢+B si >0

p =cste. (t —p 1 > =4 *E-DFE s =0

—a.(t—g)f‘g‘ +f st <0

ou a (x> 0 en raison de la croissance de @) et § sont deux constantes d’intégration, c’est-a-dire

des parametres d’échelle liés aux reperes R de (T) et P de (®). Le parameétre p est quant a lui un

parameétre de forme, dont le niveau détermine le sens de la courbure du H-morphisme et mesure
lintensité de la déformation. Ce parametre suffit a caractériser entierement un H-morphisme, une
fois donnée la source T du temps objectif. Les H-morphismes forment ainsi une famille de
morphismes a un degré de liberté, selon le choix d’une valeur particuliere pour le parametre de

forme .
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o Si 0> 0, un H-morphisme est conforme pure source. En effet, ¢(t) décrit lintervalle (3,+00)

lorsque t décrit I'intervalle (t ,+0). Il en résulte que, par un tel H-morphisme, 'image de la
demi-droite temporelle objective (I), bornée inférieurement par la source T, est une
demi-droite temporelle subjective (@), également bornée inférieurement. Autrement dit,
le temps subjectif admet dans ce cas une source, soit ® = ®(T), image de la source T du
temps objectif ; en revanche, le temps subjectif, comme le temps objectif, n’admet pas

d’autre puits que I'infini futur.

o Si 0= 0, lunigue H-morphisme associé est dépolarisant effacenr de source. En effet, ¢(t) décrit

I'intervalle (—90,+0) lorsque t décrit lintervalle (t,+). Il en résulte que, par ce H-
morphisme particulier, I'image de la demi-droite temporelle objective (I), bornée
inférieurement par la source T, est la droite temporelle subjective (®) tout enticre.
Autrement dit, le temps subjectif n’admet dans ce cas aucun pole a distance finie, I'image

de la source T du temps objectif étant renvoyée vers linfini passé subjectif, soit
D) = O .

o Sip <0, un H-morphisme est hybride effacenr de source/ créatenr de puits. En effet, ¢(t) décrit
Iintervalle (-, B) lorsque t décrit I'intervalle (t,+0). Il en résulte que, par un tel H-
morphisme, 'image de la demi-droite temporelle objective (T), bornée inférieurement par
la source T, est une demi-droite temporelle subjective bornée supérieurement, soit (@)

Autrement dit, le temps subjectif admet dans ce cas un puits, soit ® = O(T,,) et,
contrairement au temps objectif, il n’admet pas de source, I'image de la source T du

temps objectif étant renvoyée vers 'infini passé subjectif, soit @(T) = O _,.

Selon qull s’agit d’'un morphisme conforme, dépolarisant ou hybride, posons respectivement

-0 N . . . o .
a1 oud =Tt ¢, ou le parametre positif t, est dit constante de temps objective et ou le

parameétre positif T, To OU To, est dit constante de temps subjective. Posons par ailleurs respectivement
B =0, =—1lnt ouf =0, selon le type du morphisme. Les H-morphismes admettent alors

pour représentation analytique :

t
=0

( t—t)2
O+1, (—') si 0>0 : H conforme pure source
t—t ) .
0= =4 @ In <t__> si o =0 : H dépolarisant effaceur de source
-0

I
- t—t\ =

0-71 (—') si 0 <0 : H hybride effaceur de source/créateur de puits
\ —_—

)

Les constantes de temps se prétent a Pinterprétation suivante. Prenons la durée ¢ pour unité du
temps objectif et la durée 7 , 7y ou Ty, pour unité du temps subjectif. Lorsque le nombre d’unités

du temps objectif écoulées depuis la source T est multiplié par un facteur k > 1 : ou bien le

nombre d’unités du temps subjectif qui se sont écoulées depuis la source ® est multiplié par le
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facteur k2 (cas conforme); ou bien, In k unités du temps subjectif s’écoulent sur (®) (cas

dépolarisant) ; ou bien, le nombre d’unités du temps subjectif restant a s’écouler jusqu’au puits @
est divisé par le facteur klgl (cas hybride).

En outre, par un H-morphisme conforme (resp. hybride), I'instant T, du temps objectif situé a une

constante de temps en aval de la source T a pour image subjective 'instant ® (resp. ®), situé a

une constante de temps en aval de la source © (resp. en amont du puits ).

En se placant dans des calendtiers normalisés, respectivement {x} sur (T) et {£} sur (®), on en
déduit la représentation canonique des U-morphismes, soit :

6 —0
— >0 : H conforme
5 ( x2 : H conforme (p > 0)
t—t 0 ¢ isant
x=—=>0, £=<X— : Hdépolarisant = £=h(x) = Inx : H dépolarisant
t o -
-0 - — xf‘g‘ : H hybride (o < 0)
— < 0 : H hybride -
\ T0 -

D’ou la représentation graphique :

5

o

N
lfe)
A

A

>3
3

(o]
I
—_
>
g
v
=

Y —>(T)

H conforme H dépolarisant H hybride

»(T)

L-profil de déformation

Injectant 'expression de ¢(t) dans 'équation de définition du I-profil normalisé de déformation

(¢ supra) et notant Qi = (t, — t1)/(t; — ©) la durée relative de l'intervalle considéré I = T|T,, nous

tirons :
€01, 6" €[0,1]:
* * % [tl -t +(t2 - tl)'t*]g - (tl - E)g .
0 =9t)= 5 5 si pF0
-9=-(t -9 -
e . In[t—tH+(,—t).f] —In(t; — 1)
0 =g (t)= = — si 0=0
#(®) (D la(u-0 2
soit :
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(A +dH) -1
—( élrtQ) si 0>0
(1 +d)=- =
In(1+ d".t)
oo ) ——— 0=0
o) =1 Tnd+d) ¢
r KT|@
1_a+gﬁ)L|.
*_|| si g<0
- (1 +dLe) e

Remarquons que la durée relative gli , comme rapport de deux durées scalaires, est indépendante
du repere temporel R de (T). Le profil normalisé de déformation Lp; (t") est donc indépendant de
ce repere.

Selon les valeurs du paramétre de forme o, un H-morphisme est respectivement convexe (¢ > 1),
plat (¢ = 1) ou concave (¢ <1); il en résulte un temps subjectif respectivement tachychrone,

synchrone ou bradychrone, selon le tableau récapitulatif suivant :

(1+d) -1
si o>1 : H convexe et conforme

Tachychronie : (1) = —g ey i ¢
=1

Synchronie : npr(t*) =t sip=1: H plat

((1+ Q;t*)g -1
1+ dr)e si. 0<p<1: Hconcave et conforme
—1 - -

In(l+d.¢)

Bradychronic ‘PI ©) =1 W si. @=0: H concave et dépolarisant

1_a+§ﬁﬂﬂ

si <0 : Hconcave et hybride

[ 1- 0+ gyl

Syntheése

En résumé, le modele de déformation homothétique par rapport a une source a mis en évidence

plusieurs types de H-morphismes : les types convexe (o > 1), plat (o0 = 1) ou concave (p < 1) ; ou
encore, les types conforme (o > 0), dépolarisant (o = 0) ou hybride (p < 0). L’ampleur de la

déformation produite par un H-morphisme sur un intervalle I ne dépend que du parametre de

forme p et de la durée relative de la déformation vue de la source T, soit é; Deux intervalles de
temps I et ] de méme durée relative, soit d = er, admettent le méme profil normalisé de

déformation.
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I1-3. Déformation homothétique en amont d’un puits : les ﬁ-morphismes

Définition et caractérisation

Dans ce modeéle, on postule qu’il existe un poéle T du type puits sur la droite temporelle objective
(T) et que le rapport de deux durées subjectives demeure invariant dans toute homothétie

temporelle centrée sur le puits T. On a ainsi :
VT, <T,<T, VI;<T,<T,Vk>0:

PT —k(T-T,)] - @[T —k(T-T)] _ P(T) - P(T)
O[T —k(T-Ty] - P[T —k(T-T3)] DP(T,)—-D(T)

Choisissons un repére R ={O, ¢} sur (T) et soit {t} le calendrier associé a R. Alors, toute

fonction représentative d’'un H-morphisme dans le repere R, soit ¢ € {p},, vérifie :

Vt1<t2<f Vt3<t4<E,Vk>0:

b

plt—k(t—t)] —plt—kE—t)]  otz) — o)

plt—k.(t—ty)] —glt—k(t—t)]  ts) —p(ts)
Pour transformer cette équation fonctionnelle en une équation différentielle, dérivons deux fois
I’égalité précédente par rapport a t,, effectuons le rapport de la dérivée seconde a la dérivée
premiére, puis multiplions les deux membres par t—t,. Il vient :
kE-t)fft-k{-t)] (t—t)6(t,)

Vk>0: — - = ;
e[t —k.(t—t)] ¢(t2)

soit encore, en posant u, = t—t, :

kuZQP(E — k.uz) _ UZLP& - UZ)

Vk>0: —= V
¢t — koup) Pt —u)
La fonction ¢(t) vérifie donc ’équation différentielle du second ordre :
e
e
(0

ou la grandeur figurant au premier membre est, par définition, /éasticité de conrbure du morphisme

et ou la constante 1 — p, présente au second membre, est un nombre sans dimension.

Puisque ¢(t) > 0 (le H-morphisme étant supposé croissant) et t < t (tout instant T étant antérieur
au puits T), le signe de 1 —p détermine celui de §(t) et, par conséquent, fixe le sens de la

courbure du H-morphisme : ce morphisme est concave si ¢ > 1 et il est convexe si ¢ < 1.

Leur caractérisation différentielle révele ainsi que les H-morphismes sont les morphismes dont

I’élasticité de courbure en amont d’un puits est constante.

Repreésentations analytique et graphigue

Par intégration de I’équation différentielle ci-dessus, on obtient :
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—a® -0+ si g>0
ci;(t):cste.(f—t)a_1 = ) ={-—alnEt-t)+p si p=0
w0+ s g<o0

ou a (x> 0 en raison de la croissance de ¢) et B sont deux constantes d’intégration, c’est-a-dire

des parametres d’échelle liés aux reperes R de (T) et P de (®). Le parametre p est quant a lui un
parameétre de forme, dont le niveau détermine le sens de la courbure du H-morphisme et mesure
I'intensité de la déformation. Ce parametre suffit a caractériser enticrement un H-morphisme, une

fois donné le puits T du temps objectif. Les ﬁ—morphismes forment ainsi une famille de

morphismes a un degré de liberté, selon le choix d’une valeur particuliére du paramétre de forme
0.
o 877 > 0, un H-morphisme est conforme pur puits. En effet, o(t) décrit Pintervalle (—0, §) lorsque
t décrit intervalle (—o0, 7). Tl en résulte que, par un tel H-morphisme, 'image de la demi-
droite temporelle objective ('T), bornée supérieurement par le puits T, est une demi-droite
temporelle subjective (@), également bornée supérieurement. Autrement dit, le temps
subjectif admet dans ce cas un puits, soit ® = d(T), image du puits T du temps objectif ;
en revanche, le temps subjectif, comme le temps objectif, n’admet pas d’autre source que
'infini passé.
o 87 = 0, lunigue H-morphisme associé est dépolarisant effacenr de puits. En effet, o(t) décrit
Pintervalle (—0,4) lorsque t décrit Pintervalle (—0,%). 1l en résulte que, par ce H-
morphisme particulier, I'image de la demi-droite temporelle objective ('T'), bornée

supérieurement par le puits T, est la droite temporelle subjective (®) tout entiere.

Autrement dit, le temps subjectif n’admet dans ce cas aucun pole a distance finie, I'image

du puits T du temps objectif étant renvoyée vers I'infini futur subjectif, soit (1) = O .

o $ig < 0, un H-morphisme est hybride créatenr de source/ effacenr de puits. En effet, @(t) décrit
Pintervalle (8, +90) lorsque décrit lintervalle (—o0,7). Il en résulte que, par un tel H-
morphisme, image de la demi-droite temporelle objective (T), bornée supéricurement

par le puits T, est une demi-droite temporelle subjective bornée inférieurement, soit (®).
Autrement dit, le temps subjectif admet dans ce cas un podle du e source, soit
> P ] P P >

O = O(T_,) et il n’admet pas de pole de type puits, I'image du puits T du temps objectif
étant renvoyée vers I'infiniment futur subjectif, soit O(T) = O .

Selon qu’il s’agit d’'un morphisme conforme, dépolarisant ou hybride, posons respectivement

0« =Tt La=1 oun= EO'E(; © ot le paramétre positif T, est dit constante de temps objective et ot le

parametre positif Ty, 1o ou T, est dit constante de temps subjective. Posons par ailleurs respectivement

B=0,8=r1ylnt ouB =0, selon le type du morphisme. Les H-morphismes admettent alors pour

représentation analytique :
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(_ T —1\8
06— 7 (.—) si
o\

. (E —t) ,
— ToInN|\— S1
0 )

0+ 1 |— s1
A

@ >0 : H conforme pur puits

:H

dépolarisant effaceur de puits

(o]

0 =) =1

. H

0<0 hybride créateur de soutrce/effaceur de puits

Les constantes de temps se prétent a linterprétation suivante. Prenons la durée t; pour unité du
temps objectif et la durée 7, 145 ou z,» bour unite du temps subjectif. Lorsque le nombre d’unités
du temps objectif restant a s’écouler jusqu’au puits T est divisé par un facteur k > 1 : ou bien, le

nombre d’unités du temps subjectif restant a s’écouler jusqu’au puits © est divisé par le facteur k®
(cas conforme) ; ou bien, In k unités du temps subjectif s’écoulent sur (®) (cas dépolarisant) ; ou

bien, le nombre d’unités du temps subjectif qui se sont écoulées depuis la source ® est multiplié

par le facteur klel (cas hybride).

En outre, par un H-morphisme conforme (resp. hybride), instant T, du temps objectif situé 4 une
constante de temps en amont du puits T a pour image subjective Iinstant @, (resp. 0 ), situé a
une constante de temps en amont du puits @ (resp. en aval de la source ©).

En se placant dans des calendriers normalisés, respectivement {x} sur (T) et {£} sur (®), on en

déduit une représentation canonigne des H-morphismes, soit :

(66 —
— < 0 : H conforme B .
ot GTO _ _ —(—x)? :H conforme (g > 0)
x= = <0, &=+ — : H dépolarisant = £=h(x) = {—In(-x) :H dépolarisant
0 o
’ 00 (=)@ . H hybride (g < 0)
: H hybride
L3,
D’ou la représentation graphique :
(®) (®)
A
A
e =0
g<0
T »l
a1 @ / >
o=1 (T) >
0< § <1 (@)
H conforme H dépolarisant H hybride

29



L-profil de déformation

Injectant 'expression de ¢(t) dans ’équation de définition du I-profil normalisé de déformation

(¢ supra) et notant Hi = (tp — t1)/(t— t;) la durée relative de l'intervalle considéré I = T|T,, nous

tirons :
€01, 0" €[0,1]:
x *, x (E—tl)é—ﬁ—ﬁ—(tz—tl)t*]@ -
0 =o/t)= = = si F0
t-t) - -t)
X In(f — ;) —In[f —t; — (t, — ).t ]
0 = = i 0=0
7 n(t — 1) —In(f —5) e
soit :
(1_a-T.0)
1-dzdet) 1_; si 9>0
1-1-dy)
.. “In(l—dpt
O e o S
—ln(l—dl)
]
1-d.) ¢ -1 _
E— si 0<0
\(1 —dp.t) -1

—t
Remarquons que la durée relative d; , comme rapport de deux durées scalaires, est indépendante
N p— P , . * o ko k . ,
du repere temporel R de (T). Le profil normalisé de déformation 6 = ¢, (t') est donc indépendant

de ce repere.

Selon les valeurs du parametre de forme g, un ﬁ—morphisrne est concave (p > 1), plat (o = 1) ou
convexe (0 <1); il en résulte un temps subjectif respectivement bradychrone, synchrone ou
tachychrone, selon le tableau récapitulatif suivant :

1—(1-d.t)

Bradychronie : cp;(t*) =——_35 ¢ 0>1: H concave et conforme
— 1-(1-d)
Synchronie : cp;(t*) =t s o=1: Hplat
(1—a-a.0) ~ _
3 si 0<p<1: Hconvexe et conforme
1-(1-d)

. * % _ln(l_alt*) . - - .
Tachychronie: ¢ (t) =9 —————=— si =0 : Hconvexe et dépolarisant
- —In(1-dy

-, —lel
S s L |
E—T si 0 <0 : H convexe et hybride
\(1—dpt) -1
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En résumé, le modele de déformation homothétique par rapport a un puits a mis en évidence
plusieurs types de H-morphismes : les types concave (g > 1), plat (g = 1) ou convexe (g < 1) ; ou
encore, les type conforme (p > 0), dépolarisant (o = 0) ou hybride (p < 0). Comme dans le cas
d’un H-morphisme, Pampleur de la déformation produite par un H-morphisme ne dépend que
du parametre de forme p et de la durée relative de la déformation vue du pole (ici un puits),
soit Ei Deux intervalles de temps I et | de méme durée relative, soit Hi = Ef, admettent le méme

profil de déformation.

I1-4. La famille des morphismes homogeéenes

Unification des U-morphismes et des H morphismes

Pas davantage que celle des U-morphismes, la famille des H-morphismes (de type H et H) n’est
close pour I'inversion de morphisme : en effet, les deux H-morphismes dépolarisants, dont la
représentation canonique est logarithmique, ne peuvent trouver de « H-partenaires », faute de
représentation canonique exponentielle au sein de la famille H ; en revanche, hors de la famille H,
les U-morphismes semblent tout a fait qualifiés pour s’apparier aux H-morphismes dépolarisants
puisque, précisément, leur représentation canonique est exponentielle. D’ou I'idée de réunir, en
une seule et grande tribu, 'ensemble des H-morphismes et la paire des U-morphismes.

Elargir les H-morphismes en vue d’accueillir les deux U-morphismes n’est pas une alliance contre
nature, bien au contraire | En effet, le U-morphisme convexe, ou U-morphisme, n’est autre quun

H-morphisme conforme dont la source T est rejetée a l'infini passé ; tandis que le U-morphisme

concave, ou U-morphisme, n’est autre qu'un H-morphisme conforme dont le puits T est rejeté a
I'infini futur.

Pour le montrer rigoureusement, considérons un H-morphisme conforme (resp. un H-morphisme
conforme) dont le parametre de forme est o > 0 (resp. @ > 0). Faisons alors simultanément :

(i) tendre o (resp. o) vers + ; (ii) tendre la constante de temps £, (resp. ty) vers +00 ; (i) tendre la

source T (resp. le puits T) vers Iinfini passé (resp. l'infini futur) de la droite temporelle (T).

Imposons en outre que, a tout stade de cette triple divergence, on ait les relations :
—t=t, = oty (rep t=1t = 0.4)
ou t, est une constante de proportionnalité positive. Posons enfin 1y = z, (resp. g = 7o) Alors,

selon le type H ou H de lhomothétie, la représentation du morphisme limite est définie par :

e e
t—t\2 t 1 =
H conforme: ¢(t) =60+ 15 lim <—'> =0+ lim (1+— =] = 0+ 15et
- - e— +00 EO - g—>+oo tO o -

to p—t®

_ _ -0\ t 1\ - _t
H conforme :  ¢(t) ZG—TO_lirr}L — ] =0 -1 lm (1-— =] = 0—15.e ©
o — o0

On en déduit le résultat annoncé ; et le coefficient de proportionnalité t, > 0 s’interprete comme

la constante de temps du U-morphisme limite d'un H-morphisme conforme.
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La notion de durée relative d’un intervalle I, définie pour un H-morphisme comme le ratio Qi

(ou Hi) rapportant la durée d; de I a celle qui sépare la source (ou le puits) de I'instant début de I,
s’étend de maniere naturelle 2 un U-morphisme. Dans ce cas limite, la durée relative est redéfinie
comme le rapport di = d,/t, de la durée d, de lintervalle T a la constante de temps t;, du U-
morphisme. Et 'on a les correspondances asymptotiques suivantes :

. ) . Q d . . Q d .
lim QQI = dI' lim — = — = dI S lim le = dI'_ lim — - = dI

g—>+oo_ g—>+oo t1_E tO 0 — +®© o — too t_tl tO

Stabilité par inversion et dualité

Une des conséquences remarquables du rattachement de la paire des U-morphismes a la famille
des H-morphismes est que la famille élargie ainsi obtenue, dite famille des #orphismes homogenes,
est stable par l'inversion de morphisme: si @ est un morphisme homogéne, alors @' est
également un morphisme homogene.

La relation de dualité entre un morphisme homogene et le morphisme homogene réciproque

donne lieu aux correspondances suivantes :

e 2 un morphisme homogene convexe (tachychronie) correspond un morphisme
homogene concave (bradychronie), et vice versa; a un morphisme plat correspond un
morphisme plat (synchronie) ;

e 2 un H-morphisme conforme et convexe (o > 1) correspond un H-morphisme conforme

et concave (0 < p < 1), et vice versa ;
e 4 un H-morphisme conforme et concave (p > 1) correspond un H-morphisme conforme
et convexe (0 <o < 1), et vice versa ;

e 2 un H-morphisme hybride effaceur de source/créateur de puits et donc concave (p < 0)

correspond un H-morphisme hybride créateur de source/effaceur de puits et donc

convexe (o < 0), et vice versa ;

e au H-morphisme dépolarisant et donc concave (o = 0), correspond le U-morphisme,

polarisant et convexe (o = +%), et vice versa ;

0), correspond le U-morphisme,

e au H-morphisme dépolarisant et donc convexe (@

polarisant et concave (o = +00), et vice versa ;

En utilisant la représentation canonique des morphismes, ces correspondances par dualité sont

résumées dans le tableau suivant :

H conforme «— H conforme £=x% & x= g” & (>0
H conforme <« H conforme E=—(— X)E — x=—(- @1/5 >0
H hybride <> H hybride t=—xld s x=y el 0>p=50oup

H dépolarisant <> U (polarisant) | £ =Inx «> x = ¢°

H dépolarisant <> U (polarisant) =—ln(x)e> x=—¢°
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En résumé, au sein de la famille des morphismes homogenes, on peut distinguer trois sous-
familles a un degré de liberté et deux couples, chacun de ces cinq sous-ensembles étant
individuellement stable par I'inversion de morphisme :

e les trois sous-familles sont celle des H-morphismes conformes, celle des H-morphismes

conformes, et celle H-morphismes hybrides de type H et H.

e les deux couples sont, d’'une part celui formé du H-morphisme dépolarisant et du U-

morphisme (polarisant) ; d’autre part, celui formé du H-morphisme dépolarisant et du U-
morphisme (polarisant).

Interprétation du parameétre de forme

L’étude de la dualité, au sein de la famille des morphismes homogenes, conduit a une meilleure

compréhension de l'influence du parametre de forme, soit o = o ou Q.

() Considérons tout d’abord le groupe des morphismes homogenes non hybrides, constitué¢ des
morphismes conformes (o = o ou p > 0), dépolarisants (0 = pou g = 0") et polarisants

(0 =poup = +®). Pour ce groupe de morphismes, le parametre de forme o = 0 est un

indicateur de la puissance courbante : un morphisme est d’autant plus courbant que o s’écarte, par
valeurs supérieures ou inférieures, du niveau intermédiaire « neutre» o =1, pour lequel le

morphisme est plat : d’autant plus courbant dans le sens convexe, si o > 1 ou 0 <p <1, ou bien
dans le sens concave, sip > 1ou <p < 1.
La réciproque d’un morphisme homogene non-hybride fortement (resp. faiblement) courbant est

un morphisme homogene non-hybride fortement (resp. faiblement) courbant, dont le sens de la
coutbure, et non pas lintensité, est inversé : dans cette dualité, o devient 1/p sans que change le

type H ou H du morphisme.

Que se passe-t-il aux extrémes ?

e Les deux morphismes les plus courbants dans le sens convexe sont le ﬁ—morphisme
dépolarisant (g = 0") et le U-morphisme (o = +) ;
e Les deux morphismes les plus courbants dans le sens concave sont le H-morphisme

dépolarisant (o = 0") et le U-morphisme (@ = +0).

Par dualité, au H-morphisme dépolarisant correspond le U-morphisme et, au H-morphisme

dépolarisant, correspond le ﬁ—morphjsme.

(1) Considérons ensuite le groupe des morphismes homogenes hybrides (o = o ou g < 0). Dans
ce cas, la valeur absolue |p| du paramétre de forme p est un indicateur du double comportement
asymptotique du morphisme considéré : d’une part, au voisinage du pole qu’il rejette a I'infini
(source @, ou puits ©,,) ; d’autre part, au voisinage du pole qu’il ramene a distance finie (puits
® ou source ®). Plus |o| est grand, plus longue est la durée objective pendant laquelle le temps
subjectif se situe a 'intérieur d’un voisinage fixé de chacun des deux poles, plus le morphisme est

«attracteur » ; et plus |g| est petit, plus longue est la durée objective pendant laquelle le temps
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subjectif se situe a Pextérieur d’un voisinage fixé de chacun de ses deux podles, plus le morphisme

est « répulseur ». Autour de la valeur médiane |p| =1 (9= ou g = -1), les morphismes

homogenes hybrides tels que |p| > 1 seront appelés des attractenrs ; et les morphismes tels que

0 <ol <1, des répuiseurs.

La réciproque d’'un H-morphisme hybride attracteur est un H-morphisme hybride répulseur et
vice-versa : dans cette dualité, le paramétre o est inversé en 1/p et le type H ou H du morphisme
est permuté. Le H-morphisme hybride médian, de paramétre o = —1, et le H-morphisme hybride
médian, de parametre p = —1, se correspondent 'un a 'autre par dualité.

Que se passe-t-il aux confins de la sous-famille hybride, lorsque || = +% ou |p| = 07 ?

En étudiant les fonctions limites obtenues en faisant tendre o ou p vers —® ou vers 0° dans

Iexpression de la fonction représentative ¢, on obtient les morphismes hybrides limites, associés

a chacune des quatre valeurs extrémales o = — %, o = 0 (H-morphisme hybride) et p = — @,
0 = 0" (H-morphisme hybride).

La structure de ces morphismes extrémaux est indiquée dans le tableau ci-apres, ou 'on a utilisé
les notations suivantes : pour un H-morphisme, T désigne I'instant du temps objectif situé a une
constante de temps t, en aval de la source T ; symétriquement, pour un H-morphisme, T,

désigne l'instant situé 2 une constante de temps t; en amont du puits T ; par ailleurs, ®, désigne
Iinstant du temps subjectif situé a une constante de temps 7, en amont du puits ® créé par un H-

morphisme hybride ; enfin, @0 désigne linstant du temps subjectif situé a une constante de

temps 7, en aval de la source © créée par un H-morphisme hybride.

Type H : Effaceur de source/Créateur de puits

Attracteur maximal Répulseur maximal
LT[ —o O T —¢ [0,0
Q== L o ]_®‘°°®[ e=0 §ITIT, [ —o 0
ILTic] —¢ © Tiw —¢ |00
Type H : Créateur de source/Effaceur de puits
Attracteur maximal Répulseur maximal
[T, Tl —¢ © Te —o ]@o]
g=—©: T, —o 190 =0 : 1T T[ —¢ 9
T —o O T =0 19,044
11 apparait, dans ce tableau, que chacun des deux H-morphismes attracteurs maximaux (o = — ®©
et 0 = — %) consistent en « deux trous enserrant une fontaine » ; tandis que chacun des deux H-

morphismes infiniment répulseurs maximaux = 0 et o = 0) consiste en « deux fontaines
p o e
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enserrant un trou ». Par dualité, a attracteur maximal de type H (resp. H) correspond le répulseur
maximal du type H (resp. H).
Le graphique ci-apres dessine une carte de la famille des morphismes homogenes. Cette carte fait

apparaitre les différentes sous-familles stables par inversion et elle indique (doubles fleches en
pointillés) les relations de dualité entre les différents morphismes membres de la famille.

Convave Convexe
Attract. « Hybride — Répuls. , Dépolarisant Conforme ,Polarisant (U)
—» -1 R R 1 4o
Q | | ! w Q
- | | | —
| T T
Efface source/ Crée puits i . :
I v
. °v. : ve o : E o H
: | 1 )
L - b ooe—sm-meemoeoe- A
| | |
| | |
A A X | P '
T ' > o< > 1 _
H * ° ° : : 1 ° . ......... ® : x H
Crée source / Efface puits | : : E
|
SIS -1 0 ot 1 v 40 ©
Attract. < Hybride — Répuls. ' Dépolarisant ' Conforme Polarisant (U)
Convexe Concave

III-TROIS APPROCHES PARALLELES DU TEMPS SUBJECTIF

Dans cette troisieme et derniere partie, nous développons trois approches alternatives du temps
subjectif. La premicre approche, dite morphologique, repose sur la notion de morphisme de
droites et elle généralise le modele de déformation homogene, étudié dans la partie précédente
(¢ section III-1). La deuxi¢me approche considére la droite du temps subjectif comme un
« espace » abstrait, ou s’inscrit la trajectoire d’une particule fictive, le « chronon » (¢ section III-
2). La troisieme approche, enfin, présente le temps subjectif comme une densité statistique, dont
le support est le temps objectif (¢ section I1I-3). Ces trois approches, qui expriment en réalité un

méme contenu dans des langages différents, sont pour finir mises en parallele (o section 111-4).
III-1. L’approche morphologique

Le mode¢le de déformation homogene est certes riche et instructif, mais il ne représente qu’un cas

particulier | Revenons donc maintenant au modele général.

Chrono-génératrice

Un repére R ={O, ¢} et donc un calendrier {t} étant fixés sur la droite temporelle objective (T),
le morphisme de déformation @ est représenté par une famille {¢}, de fonctions ¢, se déduisant

les unes des autres par transformation affine croissante. Lindice de courbure /¢ étant invariant par
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une telle transformation, il constitue une caractéristique intrinseque de la famille {¢} et, par
conséquent, du morphisme de déformation ®@ « vu » depuis le calendrier {t}.

Inversement, donnons nous a priori une fonction g(t) définie sur le calendrier {t}, dite chrono-
géneératrice. Ceci équivaut a se donner le morphisme de déformation @ dont la courbure est régie
pat g(t) ; c’est-a-dire, le morphisme dont la famille {y¢}, des fonctions représentatives dans le
repere R de (T) coincide avec la famille des solutions de équation différentielle du second ordre
6(1)/%(t) = g(t). A toute chrono-génératrice g(t) définie dans le calendrier {t}, correspond ainsi,
de maniére univoque, un morphisme @, dit morphisme de déformation induit. La famille {9}, de ses
représentatives s’obtient aisément en fonction de la chrono-génératrice g(t), par intégration de
I’équation différentielle précédente. Notant G(t) une primitive de g(t), il vient successivement :

50 t
% =g, lngt) = G() + cste , @) = 0.eCO o) = O‘-f GO ge + 5
¢
Si I =TT, est un intervalle de durée d; = t, — t,, le I-profil de déformation (non normalisé)
s’écrit :
* J: CG(S) ds
0 =9@®= m , 9t =0, @) =0
]

A partir de ces expressions générales, on retrouve aisément les différents types de déformations

homogenes, en choisissant les chrono-génératrices suivantes.
e Type U :la fonction constante g(t) = w et donc G(t) = w.t;
e Type H : la fonction homographique g(t) = e-1 /(t—1) etdonc G(t) = @-Dln(t-9;
e Type H : la fonction homographique g(t) = (1 — @)/ (t - t) et donc G(t) = (g - 1).In(t - 1).

On vérifie enfin qu’une chrono-génératrice identiquement nulle, soit g(t) = 0 et donc G(t) = cste,
induit le morphisme neutre, c’est-a-dire la synchronie.

Bilan déformation-contrainte

L’intégrale premiere de Iéquation différentielle ¢(t)/¢(t) = g(t), soit :
Inp(t) = G(t) = cste
se préte a une interprétation intéressante.

e Ta grandeur M(t) = In¢(t), primitive de I'indice de courbure §(t)/$(t), est une mesure de
la déformation du temps localement produite a la date t par le morphisme @ ; nommons

cette grandeur chrono-déformation.

e La grandeur G(t), intégrale de la chrono-génératrice g(t), mesure la contrainte localement

exercée a la date t par le morphisme @ ; nommons cette grandeur chrono-contrainte.

L’équation M(t) — G(t) = cste exprime alors que le bilan déformation-contrainte est consetrvatif :
la différence entre I'effet, c’est-a-dire la déformation M(t), et sa cause, c’est-a-dire la contrainte
G(t), est invariante dans le temps.
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Champ chrono-motenr

La chrono-génératrice g(t) est une fonction définie sur la droite temporelle objective (T), munie
d’un repére R. Cette fonction posséde une «image » sur la droite temporelle subjective (®),
munie d’un repere P. Cette image, soit y(8), est définie de la manicre suivante. Si ¢ est 'unique
fonction représentative du morphisme @ dans le couple de reperes (R, P), alorson a :

y=gog: yO) =gle'®)] @ g=vop : gt) = y[op(0)]

La fonction y(0) définie sur le calendrier {0}, ainsi associée a la chrono-génératrice g(t) définie sur
le calendrier {t}, est appelée champ chrono-motenr.

Dans le couple de repéres (R, P), la fonction représentative 6 = ¢(t) du morphisme ® = O(T)
peut étre indifféremment regardée comme la solution de I'une ou lautre de deux équations
différentielles suivantes, la premicre exprimant la chrono-génération, la seconde exprimant la
chrono-motricité :

t 0
Chrono-génération : w =g(t) , Chrono-motricité : 5 =v(0)

90
Dualité

Deux reperes R et P étant choisis sur (T) et (®), comment la chrono-génératrice g, (0) et le
champ chrono-moteur y ;(t) du morphisme réciproque de restauration @' sont-ils liés a la
chrono-génératrice g(t) et au champ chrono-moteur y(0) du morphisme direct de
déformation @ ?

Ona:
. 1 s b o (0) F ©) $og'(0)
-1(0) = _ -1y = 7 0) = . = _
¢ ( ) (P o (P,1 (6) =0 ( ) [LP o LP,1 (6)]3 = g(_l)( ) F(@) [(-P o Lpfl (6)]2
Puis :
_ 0 _gey® =
80= 70 = 8= mg = ¥ 080970

Or, par définition du champ chrono-moteur :
VO =goeT®) L v 0 =g 000

D’ou, finalement, les formules de passage du morphisme direct au morphisme réciproque :

—_ 1
= — *1 o e—
g y® === O O v ,® 0 80
On observe que ces formules sont croisées : la chrono-génératrice du morphisme réciproque est
proportionnelle et opposée au champ chrono-moteur du morphisme direct ; de méme, le champ
chrono-moteur du morphisme réciproque est proportionnel et opposé a la chrono-génératrice du
morphisme direct.
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Cas des morphismes bomogénes

A titre d’exemple, les chrono-génératrices et les champs chrono-moteurs associés aux
morphismes homogenes sont récapitulés dans le tableau ci-apres.

Type de morphisme Chrono-génératrice g(t) Champ chrono-moteur y(0)
Morphisme neutre 0 0
U-morphisme 1/t 1/t
U-morphisme —1/t, -1/t
H-morphisme conforme o—1 fo_@g\ "2
N
=0 =0
H-morphisme dépolarisant e-1 e—-1 o/
t-t . !
=0
H- hisme hybrid — 1
H-morphisme hybride g—l 5.6 /|g|
— = @<0)
5 0
H-morphisme conforme 1-5 (6-0 -i/e
= (5) e
0 o
H-morphisme dépolari -e l-o
-morphisme dépolarisant — e /%
t—t s
to
ﬁ-morphisme hybride 1-9 (6-6 1/lel
—(—) @<
0 -0

La notion de champ chrono-moteur fournit la clé d’une vision alternative du temps subjectif,
dans laquelle ce dernier n’est plus considéré comme une déformation géométrique statique du
temps objectif, mais plutdot comme une trajectoire dynamique « impulsée » par le champ chrono-

moteut.
III-2. L’approche dynamique

Nous regardons maintenant le temps subjectif comme un déplacement se déroulant dans le
temps objectif. A cet effet, nous imaginons une particule fictive de masse unité, le chronon, qui se
déplace sur la droite affine (®) et dont la trajectoire définit le temps subjectif.

Bref rappel de mécanique classique

En mécanique classique, si une particule de masse m se déplace sur un espace affine a une
dimension, soit (X), et si 'abscisse de cette particule est x dans un certain repere de (X), alors sa

quantité de mouvement est M = m.x, ou X est sa vitesse. La loi fondamentale de Newton énonce
alors que :

M=mx = F(x)
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ou F(x) est la force a laquelle est soumise la particule lorsqu’elle se situe a 'abscisse x. Autrement
dit, la variation instantanée de la quantité de mouvement est égale a la force. La fonction F(x), qui

exprime la variation de la force le long de 'espace (X) est dite champ de force.

La loi fondamentale de la mécanique est invariante dans tous les répéres galiléens de Pespace (X),
C’est-a-dire se déplagant a vitesse constante les uns par rapport aux autres. Pour le montrer,
supposons que I'on passe du référentiel {x}, lié¢ a un repere galiléen R, au référentiel {x’}, lié a un
repere galiléen R’ se déplagant a la vitesse v par rapport 2 R. On a alors X’ = x + v.t et
Pexpression de la quantité de mouvement devient M’ = m.x’ = m.x + v ; la variation instantanée

de cette quantité est bien indépendante du référentiel choisi, soit M’ = m.x” = m.X = M.

Quantité de monvement et énergie cinétique du chronon

Considérons désormais le mouvement du chronon sur la droite affine (®) du temps subjectif.
Nous postulerons, par analogie, que la loi fondamentale régissant ce mouvement est de méme
nature que la loi de Newton : désignant par M la quantité de mouvement du chronon, on a ainsi
M = y(0), ou y(0) est le champ chromo-motenr s’exercant sur ce chronon au « point » d’abscisse 6

sur (®) : la variation temporelle de la quantité de mouvement du chronon est égale au champ

chrono-moteur.

Mais comment s’exprime la quantité de mouvement M du chronon (auquel nous affecterons
conventionnellement la masse unité m = 1), en fonction de la « vitesse » 0 du déplacement de
cette particule sur (@) ? A cet égard, notre modéle s’écarte quelque peu de celui de la mécanique
classique, car la propriété d’invariance dans un changement de repere différe également. Dans le

cas du chronon, le « mouvement » doit étre le méme, non pas dans tous les reperes galiléens, mais

dans tous les reperes affines, c’est-a-dire se déduisant les uns des autres par la composition d’une

translation et d’une homothétie. Autrement dit, la dérivée temporelle de la quantité¢ de

mouvement, soit M, doit étre la méme dans le référentiel {0} et dans tout référentiel {0’} tel que

0> = .0 + B. Tl est aisé de vérifier que les seules fonctions M(0) qui satisfont a cette condition ont

pour expression :

. . S

M®) = In6 +cste > M=+ =+
6 06
La quantité¢ de mouvement M permet de définir, tout comme en mécanique classique, la variation
d’énergie cinétigne acquise ou cédée par le chronon, lorsque sa vitesse varie de 0; a 6,. On a, par
définition :
0, 0,
EC(62> — EC(61> = M(@)dG = j- In6.d0 = (62 In 62 —62) — (61 In 61 — 61)

61 6

Mutatis mutandis, Pexpression analytique 0.1n0—6 joue ici exactement le méme role que la

. A2 , . .
Pexpression 0°/2 en mécanique newtonienne.

Equation dn mouvement, énergie potentielle

Selon la définition précédente de la quantité de mouvement M, I’équation du mouvement du

chronon, dans un champ chrono-moteur y(0) défini sur (®), s’écrit :
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NI = 2 =40
_G_Y()

Cette équation différentielle du second ordre admet une intégrale premicre obtenue de la manicre
suivante. Définissons tout d’abord la varzation d’énergie potentielle du chronon, entre deux « points »
O, et O, de (®), comme opposé du #ravail du champ chrono-moteur y(0) le long de ce trajet,
soit :

0,

Ep(02) - Ep(01) = —fa v(0) .do

Alors I’équation du mouvement implique :
0.dt = (6).6.dt = d() = y(0).d0 = 0,0, = —[E,(0,) —E, (6,)] =
0+ B, (0) =0, + E,(0,) = cste

Cette intégrale premicre met ainsi en évidence une grandenr conservative, égale a la somme de la
vitesse 0 et de P’énergie potentielle E,(6). Notons que si une telle grandeur conservative existe, elle
n’est pas, comme en mécanique classique, égale a I’énergie totale, somme de I’énergie potentielle
et de énergie cinétique.

Lagrangien et principe de moindre action

Tout comme en mécanique classique, on peut définir le lagrangien du chronon dans /espace des
phases {6,0}, comme la différence entre Iénergie cinétique et I’énergie potentielle. En choisissant

un point particulier (60,60) de l'espace des phases pour fixer les constantes d’intégration, ce

lagrangien 1(0,0) s’écrit :

0 0
L(0,6) = L(0,,00) + j In7.dn + J y() .dn

0o B0
Et, comme en mécanique classique, la trajectoire du chronon sur (®) minimise l'intégrale du
Lagrangien par rapport au temps t entre deux dates quelconques t,; et t,,. Ce principe variationnel,
dit principe de moindre action ou principe de Maupertuis-Huygens, exprime que la conversion
d’énergie cinétique en énergie potentielle (si le chronon est bradychrone, c’est-a-dire ralentit), ou
bien la conversion d’énergie potentielle en énergie cinétique (si le chronon est tachychrone, c’est-
a-dire accélere), est un processus « parcimonieux », qui s’effectue sans « gaspillage » d’énergie. Le

mouvement est donc tel que :

©
V ty, t; : la fonctionnelle f 1.(0,0).dt est minimale

t
Vérifions que le principe de moindre action est bien équivalent a la loi fondamentale du
mouvement, c’est-a-dire a I'égalité du champ chrono-moteur y(0) et de la variation instantanée M
de la quantité de mouvement M. En effet, les conditions du premier ordre de stationnarité de la
fonctionnelle ci-dessus, ou conditions d’Euler-Lagrange, impliquent :
d (6L> oL d 06 = o 6 ;
—_— )= — 5 — = = - =
ai\en) "3 @ YO = § =0
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Afin de parachever I'exercice de style, on peut enfin définir le hamiltonien H du chronon comme la

transformée de Legendre du lagrangien L. par rapport 2 la vitesse 0, soit :

ory’ o 6 0
a0 0o fo 0o

0

H-H,= é—éo—f Y .dn = 6+ E ) — [0, + EP(E)O)] =
0o

H=0+E,®©) + cste
Dans Pexpression du hamiltonien, égal (2 une constante prés) a la somme de la vitesse 0 et de
énergie potentielle E (8), on reconnait la grandeur conservative du mouvement. Ce résultat est

conforme a la formulation hamiltonienne des lois de la mécanique, énongant que, dans un champ

de force stationnaire, la dynamique d’un systéme obéit a I’équation fondamentale F(t) = 0.
III-3. L’approche statistique

En complément de I'approche morphologique et de I'approche dynamique, une troisiéme et
derniére conceptualisation du temps subjectif consiste a considérer ce dernier comme une zesure
définie sur la droite affine (T) du temps objectif.

Fonction de densité

Ayant fait le choix d’un calendrier {t} sur la droite temporelle objective (T), la mesure de temps
subjectif, au sens de la #héorie de la mesure, est définie par une fonction de densité, que nous noterons
@(t), afin de mettre en évidence le lien entre la présente approche et les précédentes. Toute
primitive ¢(t) de la fonction de densité est une fonction de cunul.

La fonction de densité ¢(t) > 0 exprime que tous les instants t de {t} n’ont pas le méme poids
subjectif. Plus ¢(t) est élevé, plus le voisinage de I'instant t est subjectivement jugé « important ».
Notamment, si la densité ¢(t) est croissante (¢(t) > 0), alors le futur pese davantage que le
présent, aujourd’hui compte davantage qu’hier et moins que demain ; et si la densité ¢(t) est au
contraire décroissante (p(t) < 0), alors le futur pese moins que le présent, aujourd’hui compte
moins qu’hier et davantage que demain, ainsi que le traduit notamment l’actualisation utilisée

dans les modéles économiques.

Par intégration sur un intervalle de temps I = [t;, t,|, ]a mesure de temps subjectif permet de

définir la durée subjective 8; de cet intervalle, distincte de sa durée objective dj :

to t
Durée objective : dj = j dt =t —t;  Dutée subjective : 8; = J @(t).dt = () — 9(ty)
t1 51
A Taide de la notion de durée subjective, on peut associer a tout intervalle T la distribution de
probabilités induite sur cet intervalle par la fonction de densité ¢(t), soit :
o0 (",
8_1 : f (\Dl(t).dt =1

t

¢, (0 =
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Capitalisations objective et subjective

Supposons qu’un certain phénomeéne se déroule dans le temps objectif (T) et que ce phénomeéne
soit, a chaque instant t, quantifiable par un flux K(t) > 0, alimentant un stock ou capital K(t) : un
économiste peut ici penser a un flux de revenus engendrant une capitalisation de richesse ; un
sociologue, a un flux de connaissance ou d’expérience conduisant a 'accumulation d’un capital
cognitif ou expérientiel ; un historien, a I'essor d’une civilisation, conduisant a I’accroissement de
son niveau de développement.

La densité ((t) permet de pondérer le flux K(t), de maniére a tenir compte des poids
subjectivement inégaux des différents instants. On peut ainsi calculer une variation subjective du
capital sur un intervalle I, distincte de sa variation objective :

t
Variation objective de capital : DK = K, (t) — K, ()= J K(t).dt

5!
©
| Variation subjective de capital : AK = f K(t).9(t).dt
k t1
Notamment, dans le cas particulier d’'une actualisation économique a taux constant w, pour

w.t

laquelle on a ¢(t) = ¢ ", alors la variation subjective de capital AK n’est autre que le cumul

actualisé du flux monétaire K(t).

On peut également définir I’éguivalent constant dun flux K(t) sur un intervalle de temps T : cet
équivalent constant est le flux fictif, invariant dans le temps, qui engrange sur I'intervalle I la

méme variation subjective de capital que le flux variable réel K(t), soit :
ty .
B J. JK®-4(0)-de
1= 7 2., 4
J. Ch).dr

Flux directeur et maximum de vraisemblance

1 (e, 2.
=5 ft | K(0)-5(t).dt = f K(t).¢,(0).dt

t

La densité temporelle subjective ¢(t) permet de calculer le cumul subjectif de tout flux objectif
K(t). Mais, en retour, d’ou la densité (t) provient-elle ? Comment est-elle engendrée ? Il est
assez naturel de penser que cette densité n’est pas, cognitivement parlant, un « objet premier ». St
I'on postule que les seuls objets premiers sont des flux temporels s’écoulant dans le temps
objectif, alors il doit exister un flux directenr F(t) qui fait « émerger » la densité ¢(t) : le flux

directeur F(t) est le phénomene fictif qui induit la perception subjective du temps, qui lui confére
a la fois son existence et sa signification.

La notion de flux directeur F(t) peut étre formulée d’une manic¢re mathématiquement rigoureuse,
en recourant aux concepts de la théorie de l'information. Dans les termes de cette théotie, le lien de
structuration cognitive qui relie la cause a Ieffet, c’est-a-dire le flux directeur F(t) a la densité
temporelle subjective ¢(t) qu’il engendre, doit satisfaire au principe du maximum de

vraisemblance.

Principe du maximum de vraisemblance. Un flux directeur F(t) étant défini sur un intervalle de
temps I, la densité temporelle subjective ¢(t) dérive de ce flux de telle maniere que la distribution

de probabilités ¢, (t), induite sur I par ¢(t), est la distribution la plus vraisemblable, parmi toutes
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celles qui conduisent a un méme niveau donné Fy du flux équivalent constant a F(t) ; c’est-a dire
la distribution dont /entropie de Shannon, soit S, est maximale pour un niveau contraint Iy du flux

équivalent constant.

Notons que le principe du maximum de vraisemblance joue ici un réle en tout point similaire a
celui que joue le principe de moindre action dans I'approche dynamique (¢ supra) : de méme que
le principe de moindre action établit un lien entre la trajectoire du chronon (en aval) et le champ
chrono-moteur (en amont), de méme le principe du maximum de vraisemblance établit un lien
entre la densité du temps subjectif (en aval) et le flux directeur qui « crée » cette densité (en

amont).
Analytiquement, le programme de maximisation contrainte de la fonctionnelle d’entropie S
s’écrit :
& ) [
max S = —f Ing (9.9,(0.dt f e, Mdt=1 f F(0).¢,(t).dt = Fy
¢r(®) t t t

Notant A et p les multiplicateurs de Lagrange respectivement associés aux deux contraintes de ce
programme, le lagrangien du probléme admet pour expression :

= —f Ing (1).¢,(0).dt + A (f ¢, (0.dt — 1> + p(f F(1).¢,(1).dt —Fl>

Les conditions du premier ordre de la maximisation s’écrivent alors :
Ing () = A-1+p F(

ou le multiplicateur p est tel que :

oL N
BT T oR T AR
D’ou, finalement :
_ ewF(®
('Pl(t) - ftz CP"F(S)dS
f

La distribution temporelle subjective la plus vraisemblable est donc la distribution de Boltzymann, qui
affecte aux différents instants t des poids ¢,(t) proportionnels aux niveaux du flux directeur F(t),

corrigés par une transformation exponentielle.

Covariance ou contravariance du flux directeur et de la densité

Un point d’importance reste a élucider, afin de spécifier complétement la forme de la distribution

boltzmanienne : quel est le signe du multiplicateur p ?

Soit F,,, et F_ . les valeurs respectivement minimale et maximale du flux directeur sur I'intervalle

» . t L.
de référence I = [t,, t,] et soit F} = ft *F(0).dt/(t, - t,) le flux équivalent constant de F(t) pour la
1
distribution de probabilités uniforme ¢ = 1/(t, - t,) = 1/d;. On a alors la propriété suivante.
Propriété. Selon que le niveau F, de la contrainte de flux est respectivement supérieur ou inférieur

a Fy : (a) le multiplicateur p est respectivement positif ou négatif ; (b) le flux directeur F(t) et la
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distribution ¢, (t) qu’il engendre sur Iintervalle I sont des fonctions respectivement covariantes ou

contravariantes.
Démonstration.

() Remarquons, tout d’abord, que si la contrainte est fixée au niveau F; = F}, alors la distribution
de probabilités uniforme @ satisfait la contrainte de flux. Comme, par ailleurs, cette distribution

est celle qui réalise le maximum libre de I'entropie S, elle constitue la solution du probléme de
maximisation. La contrainte I, est dans ce cas « non liante » et le multiplicateur associé est donc
nul, soit u = 0. On vérifie d’ailleurs que la formule de Boltzmann conduit bien a la distribution

. u _
uniforme ¢ lorsque p = 0.

(¢1) Supposons maintenant que F, > F{ (resp. F; < FY). Plus le niveau F; de la contrainte

t . , , . . .

ft 12 F(t). ¢, (.dt = F; est ¢leve, plus il sapproche de F,,, au sein de Iintervalle 1FY, Fo.] (resp. de
F ... au sein de I'intervalle [F,, Fy[), alors plus il convient, relativement a la distribution uniforme
¢,, d’augmenter (resp. diminuer) les probabilités ¢, (t) des instants ou le flux F(t) est le plus fort et
de diminuer (resp. augmenter), en compensation, les probabilités des instants ou le flux F(t) est le
plus faible. Cet écart, a partir de la distribution uniforme ¢, est d’autant plus marqué que F; est
€levé (resp. bas). Or, d’apres la formule de Boltzmann, les fonctions ¢ (t) et F(t), ne peuvent étre
que, ou bien covariantes (si w > 0), ou bien contra-variantes (si p < 0). Le raisonnement
précédent prouve donc que, si F, € |F{, F_ ], alors ces fonctions sont covariantes, le
ET [, alors ces fonctions sont

multiplicateur u est positif et il croit quant F, croit ; et si F, € [F

min»

contravariantes, le multiplicateur p est négatif et il décroit quand F; décroit.

On a ainsi, finalement :

[FEF“F oA e d28>
J I ] 1> max]' p'__dFI dFl__dF%
ds TR

F; €[Fi, Fil : =——<0 =—— >0
A titre d’illustration, lactualisation économique a taux constant est caractérisée par le flux
directeur linéaire décroissant F(t)= — t + cste, défini sur lintervalle I = [0, +©[ ou t = 0 est la
date « présente ». En effet, on a dans ce cas Ff = — o, d’ou F; > F{ et donc p > 0. La densité
p > I 5 1 1 P
s’écrit alots :
. eiput 7Ht
(0= = pe®

fo e s.ds

Et il s’agit bien de la mesure d’actualisation au taux constant p. Autrement dit, lorsquun agent
économique actualise a taux constant, tout se passe comme s’il était en cela « guidé » par 'image
mentale d’un flux fictif F(t) linéairement décroissant... évoquant I’épuisement uniformément
décéléré d’un stock.
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Abnalogie thermodynamique

Dans la formule de Boltzmann, ’'adepte de thermodynamique statistique aura reconnu sans peine
une distribution analogue a celle des niveaux d’énergie des molécules dans un gaz parfait. Dans le
modéle thermodynamique, le multiplicateur p est négatif et il vaut p = —1/kT ou T est la
température absolue du gaz (toujours positive) et ou k > 0 est la constante de Boltzmann. Par
analogie, posons ici . = —1/T ou T est la température du temps (pas de celui qu’il fait mais de celui
qui passe ), a laquelle nous permettons d’étre, soit positive, soit négative. La densité probabiliste
du temps subjectif sur 'intervalle I s’écrit alors :

Comment la température influence-t-elle cette distribution ?

e Dans le domaine des températures positives (I > 0), comme dans celui des températures
négatives (J' < 0), une température infiniment « chaude » (I — %) ou infiniment « anti-
chaude » (I — -) entraine une distribution uniforme (¢,(t) — ¢,). Il en résulte un
temps parfaitement homogene, une sorte de « plasma temporel », dans lequel le temps
subjectif et le temps objectif se confondent. L’entropie S, mesure inverse de la quantité
d’information contenue dans la distribution ¢, (t), atteint alors son maximum absolu, soit

In1/d,.

e Lorsque la température s’approche du « zéro absolu » par valeurs positives (T — 07) (resp.
par valeurs négatives (' — (), alors le temps subjectif se « gele » complétement, en se
focalisant sur un seul et unique instant de l'intervalle I du temps objectif, celui ou le flux

directeur atteint sa valeur minimale F_ (resp. maximale F_ ). En effet, notant 8(x — x,) le

pic de Dirac concentré sur la valeur x = x,, on a:
lim @ (t) = 8(t =ty U: Ftmin)= Fui
T— O+ (PI< ) ( mm) ou ( mll’l) min

L’entropie S, mesure inverse de la quantité d’information contenue dans la distribution

¢, (1), atteint dans les deux cas son minimum, égal a zéro.

Entre les deux extrémes que représentent, d’une part un temps subjectif parfaitement indistinct
du temps objectif (température infinie), d’autre part un temps subjectif « piégeant » le temps
objectif dans un trou noir (température nulle), le niveau I de la température module la forme de

la distribution de Boltzmann. Plus T" est €levée en valeur absolue, plus la distribution ¢,(t) du
temps subjectif est plate et proche de la distribution uniforme | ; au contraire, plus I est faible
en valeur absolue, plus la distribution ¢ (t) «prend forme», en sécartant de la distribution

. u
uniforme ¢, .

Les températures positives (I > 0) engendrent des distributions ¢, (t) contravariantes avec le flux

directeur F(t); et les températures négatives (I < 0) engendrent des distributions covariantes.

Plus la distribution ¢, (t) du temps subjectif est plate, moins elle « contient d’'information », plus
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Pentropie S est €levée ; inversement, plus la distribution ¢ (t) s’écarte de Puniformité, plus elle

contient d’information, plus I'entropie S est faible.

Signalons enfin que, comme en thermodynamique, toute I'information utile est contenue dans la
fonction de partition, soit :

En effet, aprés quelques calculs élémentaires, de la fonction In Z et de ses dérivées partielles par
rapport a la température T et par rapport au flux directeur F(t), on déduit les expressions du flux

équivalent constant F), de 'entropie S et de la distribution de probabilités boltzmanienne ¢ (b),

soit :
(F ftz. O F©.d = T2 olnZ
1= ¢ t).r(t).dt =
0 oT
S ftzl s (0 (0t = In7 + L = 1z + 7L
= — t).Q, (t).dt = —_ =
F@©
s 0 e T T OlnZ
U feTe 0
Variation inductrice et indice de vraisemblance
Appelons variation inductrice la grandeur sans dimension J(t) = —F(t)/T, égale a I'opposé de la

variation instantanée F(t) du flux directeur, rapportée a la température T. En dérivant alors la
distribution de probabilités boltzmanienne ¢ (t) par rappott a t, il apparait que cette distribution
vérifie 'équation différentielle du second ordre :

¢, (V)

@ =JO®

Autrement dit, dans le cadre de modélisation statistique, la «loi fondamentale » du temps
subjectif s’énonce, dans sa version différentielle, comme P'égalité entre [indice de vraisemblance, soit

©.(0/. (1), et la variation inductrice J(1).

I1I-4. L’équivalence des approches morphologique, statistique et dynamique

Un pont peut tout d’abord étre aisément jeté de l'approche statistique vers lapproche
morphologique. A partir de Pexpression boltzmanienne obtenue pour la distribution de
probabilités ¢ (t), on déduit la forme de toute fonction de densité ¢(t) induisant cette distribution
sur I'intervalle I, soit :

) 0]

o) =ae T
Or cette expression coincide avec celle de la dérivée ¢(t) de toute fonction représentative ¢(t)

d’un morphisme ®(T) engendré par la chrono-génératrice g(t) = —F(t)/ T = J(t) (¢ supra).

46



Autrement dit, dans le modele statistique, I’équivalent de la chrono-génératrice g(t) du modele
motphologique est la variation variation inductrice J(t). Cette variation inductrice est donc
I’équivalent du champ chrono-moteur y(0) du modele dynamique, puisque ce champ est lui-méme
I’équivalent de la chrono-génératrice g(t) du modele morphologique (¢f. supra).

En définitive, les trois modeles de temporalité subjective qui ont été successivement développés
dans cet essai, a savoir le modéle morphologique, le modéle dynamique et le modéle statistique,
constituent des univers abstraits distincts, mais paralleles : ils portent trois visions alternatives

mais complémentaires du temps, trois manieres de raconter une méme histoire. Le tableau

d’équivalence ci-apres récapitule les liens entre les différentes approches.

Morphologique Dynamique Statistique
Temps subjectif | Morphisme : (T) — (®) | Mouvement sur (®) Mesure sur (T)
Représentation Fonction représentative : | Trajectoire du chronon : Fonction de densité :
() 5 I-profil : ¢i(t) b=90 ¢(0, %, (®
Chrono-déformation : Quantité de mouvement : Entropie :
M() =1In ¢(t) M=1In0,Energie S = [1In¢,(0).5,(0).dt
cinétique : Ec =0.In 06— 0
Engendrement | Chrono-génératrice : g(t) | Champ chrono-moteur : y(6) | Variation inductrice : J(t)
Chrono-contrainte : Energje potenrjeﬂe . Flux directeur :
G = [ g(0.dt E,=—[y(0).do F() = -7 [J(0).dt
Loi Indice de coutbure = Variation de la quantité de Indice de vraisemblance =
Morpho-génératrice : mouvement = Champ Variation inductrice :
$(0)/9() = g(® M =0/6 = () ¢0/¢0 =]O
Principe Bilan conservatif : Moindre action : Max vraisemblance :
M() - G() = cste Min [ (B - By ).dt Max S/f F(9.,(0.de = Fy

EPILOGUE

Au terme de cet essal, quavons-nous appris? Avons-nous au moins progressé dans la
compréhension de notre adage de départ ? Rappelons-le ici :
Quand on est jeune, les journées sont courtes et les années sont longues.
Quand on est vienx, les journées sont longues et les années sont courtes.
Nous savons tout d’abord désormais que cet énoncé est loin d’étre universellement vrai : il n’est
valide que pour un type tres particulier de morphismes de déformation du temps: les

morphismes concaves. Néanmoins, pour les besoins de la pédagogie, situons nous dans ce cas de
figure concave et déclinons tour a tour nos trois approches.

(i) L’approche morphologique, tout d’abord, nous invite a pénétrer dans la nef d’une cathédrale et

ay penser la vie comme un arc architectural monumental, s’élevant a partir du sol selon un profil
cintré. Dans cette métaphore, la jeunesse est la partie inférieure de I'arc, qui atteint rapidement
une hauteur importante pour une faible portée horizontale : comme la portée par metre
d’élévation, les journées sont courtes ; et, comme I'élévation par metre de portée, les années sont
longues. La vieillesse, au contraire, est la partie supérieure de I'arc, qui plafonne en voute et ne
s’éleve donc plus que faiblement en projetant une grande portée : comme la portée par metre
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d’élévation, les journées deviennent longues et, comme I’élévation par metre de portée, les années
deviennent courtes. La portée horizontale est le temps objectif, I’élévation verticale est le temps
subjectif, et 'adage nous décrit un «arc de vie » concave. Mais, avec des gotuts architecturaux
différents, il aurait pu tout aussi bien nous décrire un arc convexe... et, partant, ne plus insulter
un troisiéme age résolument en marche vers le quatriecme !

(i) L’approche dynamique, ensuite, nous expédie sur un terrain de golf. Campé sur le green a

plusieurs metres du trou, Chronos s’appréte a jouer un pust magistral. Au début de sa course, la
balle, le chronon, roule rapidement sur I’herbe et franchit une distance significative en peu de
temps : a ce stade, tout comme le temps nécessaire pour franchir un metre, les journées sont
courtes ; et, tout comme la distance parcourue en une seconde, les années sont longues. A
P'approche du trou, la course de la balle s’est considérablement ralentie sous 'effet du frottement
de I'herbe et, avant que de venir, presque immobile, chuter dans le trou, le chronon parcourt alors
peu de distance en beaucoup de temps: a ce stade, les journées sont longues, tout comme le
temps nécessaire au chronon pour parcourir un metre, et les années sont courtes, tout comme la
distance parcourue en une seconde. Le temps subjectif est la trajectoire rectiligne de la balle sur le
green et 'adage ne fait qu’affirmer la décélération progressive le long de la trajectoire ; une
décélération évidemment liée a la « maquette mécanique » ici retenue en particulier. Pour faire
mentir I’adage il n’est que de choisir une autre maquette : par exemple celle de la chute accélérée

d’une pomme !

(i) L’approche statistique, enfin, nous conduit a regarder la vie comme un processus continu de

réalisation d’expériences et d’acquisition de connaissances. Ce processus est repérable comme un
flux d’évenements dont I'intensité serait décroissante, la densité d’évenements par unité de temps
diminuant avec I'age. Au cours de la jeunesse, la densité événementielle serait élevée, faisant
paraitre les journées « courtes »; et ces journées, riches d’acquis, se cumuleraient en un fort
capital expérientiel, faisant paraitre les années « longues ». Durant la vieillesse, au contraire, la
densité événementielle serait faible, engendrant de « longues » journées ; et ces journées, pauvres
d’acquis, se cumuleraient en un faible capital expérientiel, engrangeant des années « courtes ».
Sous ces hypotheses, fortes et discutables, ’'adage ne fait qu’exprimer la décroissance de la densité
événementielle en fonction de I'age : il affirme, sans ménagement ni précaution, que le cumul
expérientiel et cognitif d’un individu serait une fonction, certes croissante, mais concave de son
age. Faux ? Qu’a cela ne tienne : que l'on inverse la forme de la densité événementielle et 'on

inversera la conclusion de I’adage !

Alors, oui, de cathédrale en terrain de golf et de terrain de golf en expériences de vie, je crois que
nous avons un peu progressé... Mais qu’en pensera le grand Chronos, lorsqu’il aura terminé son

parcours ?

Exctrait d’une correspondance entre le Dien Chronos et le Mortel Caruso

O vénérable Chronos,

Comme convenu lors de notre « entrevue des dix chronons », je me permets de t’adresser en
piece jointe un modeste mémoire intitulé De la perception subjective du temps chez; les mortels, élaboré
par mes soins et sur ton précieux conseil. Je t'en souhaite une bonne lecture et demeure dans
I'impatiente attente de tes divins commentaires

Transmets mon meilleur et fidéle souvenir a ta gracieuse épousée Ananke,
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A toi bien respectueusement,

Caruso

Tres zélé Caruso,

Je viens de prendre une connaissance approfondie de ton volumineux mémoire. Il m’aura fallu
presque dix mille chronons pour en venir a bout. ! Je te crois assez sage pour ne pas penser avoir
fait la quelque découverte fondamentale mais je te crois aussi assez vaniteux pour tirer force
autosatisfaction de ton chef d’ceuvre. Et c’en est un, en vérité je te 'assure, car, tel I'alpiniste de
haut vol, jamais tu n’auras atteint une pareille maitrise dans la conquéte de l'inutile. Je plaisante,
bien-str : je veux dire dans la conquéte du quasi-inutile, voire méme du méta-utile, si cela peut
avoir le chrono' de moins offusquer ta susceptibilité.

Oui, je dois le confesser, tes analogies, tes métaphores, tes références constantes aux sciences
physiques, m’ont bercé d’une douce méta-utilité... a tel point que je me suis assoupi et
qu’Ananke a da lors veiller seule aux affaires du temps.

Bravo, donc ! Un bémol, cependant : a propos d’utilité, justement, je m’étonne que tu aies omis
de signaler, dans tes copieux développements sur le rapport entre le temps objectif et le temps
subjectif, que ce rapport est en tout point semblable a celui que Von Neumann et Morgenstern
¢tablissent entre la richesse et I'utilité. Car l'utilité est trés exactement a la richesse ce que le temps
subjectif est au temps objectif : une déformation !

Or, vous autres les mortels, vous raffolez des déformations, vous affectionnez par-dessus tout les
morphismes concaves et polarisants, que vous les nommiez actualisation ou aversion pour le
risque ! Vous avez peur de I'avenir et de l'incertain ; en bref, vous avez peur de tout : peur de la
technologie, peur de 'aventure, peur de la mort.

J’en souris souvent a la veillée avec ma douce Ananke, moi usinant les rouages du temps, elle
tissant la tapisserie du destin. Car comment ferions-nous, nous autres, si tout comme vous, nous
avions peur du temps et du hasard ? Oui, comment ferions-nous si, tout comme vous, nous
préférions systématiquement la précaution a ’audace ?

Mais suis-je tombé sur la téte, ainsi qu’il arrive parfois aux Dieux ? N’est-ce point précisément
pour cette raison, la peur, qu’il y aura toujours des Dieux et des Hommes, les premiers pour
imaginer le meilleur des mondes impossibles, les seconds pour créer le pire des mondes
possibles ?

Bien a toi et a bient6ot sur ’Olympe, si le cceur t’en dit, pour dix ou quinze chronons de plus !

Ananke se joint 2 moi pour te souhaiter, dans ton étrange calendrier, une bonne et heureuse
nouvelle annanque 2014 !

Ton coach et ami,
Chronos

Cette aimable et pertinente missive a su captiver mon attention. En effet, Chronos a doublement
raison, et quant a sa réflexion philosophique sur les natures comparées des Dieux et des Mortels,
et quant a son idée de rapprochement entre déformation subjective du temps et déformation
subjective de la richesse ; et, ajouterai-je méme, entre déformation subjective du temps et
déformation subjective de « X » ou X est un phénomene observable absolument quelconque, par

1 .. N
Sur I'Olympe, le « chrono » est au « chronon » ce qu’ici-bas « I’heur » est a « I’heure ».
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exemple le temps ou la richesse, mais aussi la température, la brillance, I'intensité sonore, etc. 11
est méme possible de prendre en considération des variables X multidimensionnelles, en
travaillant sur des morphismes d’espaces affines comportant plus d’une seule dimension...

En définitive, j’ai sans doute fait preuve d’une coupable modestie, et non point de 'outrageuse
vanité que me préte Chronos, en intitulant mon mémoire « De /a perception subjective du temps cheg; les

Mortels ». Le titre suivant eat été a la fois plus ramassé et plus exact :

« De la perception »
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